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QUE SIGNIFICA COMPRENDER
UNA IDEA MATEMATICA?®

Roberto Araya”

RESUMEN

Hoy en dia el desafio educacional es enseniar para la
comprension. Este desafio es particularmente vdlido en matemdticas
donde existe casi un consenso generalizado que los estudiantes no
estdan entendiendo lo que supuestamente aprenden. Pero enfrentar este
desafio requiere entender qué significa comprender un concepto
matemadtico. ;Como es que el cerebro lo hace?. En este trabajo se
selecciona evidencia experimental no congruente con la vision
tradicional que se tiene sobre la educacion y se muestran hallazgos
neurofisiologicos recientes muy importantes que apuntan a
mecanismos diferentes. A continuacion se examina una actividad de
aprendizaje especifico en aritmética, cuidadosamente medida en
laboratorio con decenas de nifios. Sobre la base de los hallazgos
experimentales y los supuestos mecanismos en juego, se propone un
modelo que explica el comportamiento observado en los estudiantes al
realizar la actividad. Luego se traduce el modelo en un simulador que
al correrlo con varios estudiantes virtuales genera comportamientos
razonablemente similares a los medidos en los estudiantes reales. Este
simulador, por una parte, obliga a hacer explicito todas las hipotesis de
este modelo. Por otra parte, es una herramienta insustituible para
poder contrastar el modelo con la realidad. Y, finalmente, una vez
obtenido un modelo con buena capacidad de prediccion, entonces el
simulador permite planificar mejor las actividades de enserianza.

Introduccion

Existe una creciente preocupacion de gobiernos, organismos, politicos, profe-
sores y padres por la ensefianza de la matematica. Comparaciones internacionales
periddicas muestran que la educaciéon en matematicas es considerada un pilar
clave para el desarrollo economico y social de las naciones. Esta preocupacion ha
desencadenado una serie de investigaciones sobre el estado actual de la ensefianza
de la matematica y los desafios a enfrentar.

*  Lapreparacion de este trabajo fue posible por el aporte del proyecto Fondef D9911049 de la Uni-
versidad de Chile.

**  Es PhD en ingenieria, gerente general de AutoMind y autor del libro Inteligencia Matematica.
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Diferentes estudios muestran que existen grandes problemas en la ensefianza
de la matematica, particularmente en la comprension de los conceptos. Por ejem-
plo, Howard Gardner destaca que el problema en el aprendizaje de la matematica
es la fragilidad que muestran los estudiantes de su entendimiento de los conceptos
matematicos y considera que esta fragilidad se debe a una ensefianza de la mate-
matica que promueve la practica de “una aplicacion rigida de algoritmos™: los
estudiantes fijan la atencion en consideraciones sintacticas y no en un verdadero
entendimiento. Liping Ma, una destacada investigadora educacional que ha com-
parado el entendimiento de conceptos matematicos basicos por profesores de edu-
cacion basica norteamericanos respecto de profesores chinos, concluye que la
deficiencia norteamericana se debe a una falta de comprensidn profunda de los
conceptos matematicos fundamentales. Segun el psicologo del aprendizaje Kurt
Vanlehn, solo en la simple substraccion de niimeros naturales hay mas de 120
errores sistematicos, que en su mayoria derivan de reglas mecanicas que por falta
de comprension profunda el estudiante inicialmente las imita mal y luego las
repite y memoriza con errores.

Existe ademas una percepcion de que el aprendizaje superficial sin verdadera
comprension ha ido creciendo en las tltimas décadas. Al menos en algunos paises
la ensefianza de la matematica parece estar decayendo. En Francia, por ejemplo,
muchos estiman que en la década de los 70 y 80 la ensefianza era de mas calidad y
profundidad. Segtn varios especialistas entrevistados por la revista Sciece & Vie,
la educacion actual lamentablemente no valoriza una verdadera comprension de
nociones, sino so6lo la repeticion de técnicas algoritmicas estereotipadas. Sin
embargo, en una encuesta reciente en Francia realizada por esa misma revista a
adultos de 35 a 46 afios, muestra que 66% de esa poblacion es incapaz de resolver
ecuaciones simples tales como 8x+4=0 y un porcentaje similar no comprende que
diez elevado a seis es un millon. Estos datos parecieran indicar que el problema de
enseflar para comprender no es un desafio reciente, y que los métodos tradiciona-
les utilizados en supuestas épocas mejores, en las cuales aparentemente existian
mejores profesores y estudiantes, también revelan las mismas deficiencias que se
observan actualmente.

Pero entonces si queremos ensefiar para una verdadera comprension, el pro-
blema que enfrentamos es comprender qué significa entender profundamente un
concepto matematico. ;Como es que el cerebro entiende las ideas matematicas?
(Qué diferencia un pensamiento matematico profundo de uno superficial? ;Qué
diferencias cerebrales hay entre esas dos clases de actividades? En definitiva, lo
que se requiere es entender los mecanismos cerebrales en juego, y una vez com-
prendidos algunos de esos mecanismos entonces la idea es aprovechar esos hallaz-
gos para disefiar estrategias de enseflanza que logren mejorar la comprension pro-
funda de los conceptos matematicos.

En este articulo planteo que la pobre comprension que obtienen nuestros estu-
diantes se debe en parte a nuestras concepciones de cdmo el cerebro opera para
manejar conceptos matematicos y como el cerebro aprende matematicas. Bajo
esos supuestos ensefilamos matematicas de una cierta manera. Pero esa manera de
ensefiar estd lejos de ser Optima para la forma en que realmente el cerebro funciona
y aprende. Si nos detuviéramos un poco en entender como realmente el cerebro lo
hace y disefidramos actividades de ensefianza mas apropiadas a la forma de apren-
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der, solo entonces es posible esperar mejoras significativas en el grado de entendi-
miento que nuestros estudiantes alcancen. El problema es similar al que nuestros
antepasados tenian al disefiar maquinas voladoras. Pensaban que el problema era
batir las alas tal como los pajaros. Sélo una vez que se fue entendiendo la fisica de
la areodinamica de las alas pudo entonces disefiarse aparatos que volaran. Asi-
mismo, necesitamos entender la verdadera dindmica del pensamiento matematico
para poder enfrentar exitosamente el desafio de ensefiar para la comprension.

El plan de este articulo para abordar el desafio es el siguiente. Parto por mos-
trar varios problemas de caracter matematico que ilustran algunas de las limitacio-
nes de la concepcion tradicional del funcionamiento del cerebro en problemas
matematicos. He seleccionado un problema de geometria, otro de logica y otro de
probabilidades. Son tres problemas clasicos y muy estudiados en la literatura de la
psicologia de la cognicidon. Son todos problemas aparentemente muy simples, y
que a mi juicio dejan claramente al descubierto algunas de las limitaciones de la
concepcion tradicional. Luego muestro situaciones matematicas aparentemente
complejas, tales como el calculo de raices cuadradas, resolucion de ecuaciones,
modelamiento matematico con sistemas dindmicos, y determinacion de valores de
verdad de proposiciones con dos o mas cuantificadores. Todos esos problemas
son, sin embargo, resueltos sin mayor dificultad por nifios preescolares.

Con estos dos conjuntos de evidencias (por una parte, problemas simples que
resolvemos mal, y, por otra parte, problemas aparentemente complejos que hasta
preescolares resuelven bien), pretendo invitar al lector a cuestionar sus concepcio-
nes sobre la naturaleza del pensamiento matematico y como es que el cerebro
comprende ideas matematicas. Luego presento la aproximacion evolucionaria,
que a la manera de una brijula nos sirve para orientar el estudio del pensamiento y,
en particular, del pensamiento matematico. En breve: tal como cualquier 6érgano
de un organismo biolégico, el cerebro debe responder y estar bien adaptado a cier-
tas necesidades recurrentes que ha tenido que enfrentar nuestra especie por cente-
nas de miles de generaciones. El entendimiento de esos requerimientos nos da pis-
tas muy importantes para comprender el cerebro, y para entender las habilidades y
limitaciones que posee para resolver problemas matematicos. Luego exploro algu-
nos de los nuevos hallazgos en neurociencias cognitivas que complementan el
analisis evolucionario y que nos dan pistas adicionales para entender porqué algu-
nos problemas nos son mas faciles que otros y para entender como es que el cere-
bro comprende algunas ideas matematicas. En el libro Inteligencia Matemdtica
aprovecho estos hallazgos y nuevas ideas para proponer algunas actividades para
la ensefianza de la aritmética, fracciones, algebra y estadistica.

A continuacion examino y propongo un modelo detallado para entender y
explicar una actividad especifica de aprendizaje en matematicas. La actividad,
realizada en condiciones de laboratorio con decenas de nifios de segundo grado de
ensefianza basica, fue disefiada, ejecutada y analizada por los psicélogos del desa-
rrollo Robert Siegler de la Universidad de Carnegie Mellon y Elsbeth Stern del
Instituto Max Planck. Esta experiencia ha sido efectuada con mediciones muy cui-
dadosas que van mucho mas alla de lo que se puede realizar en una sala de clases
normal, lo que la convierte en una excelente fuente de informacion sobre la cual
contrastar las predicciones de cualquier teoria o modelo.



Varios importantes fenomenos fueron encontrados y reportados por Siegler y
Stern, entre los que se destacan los siguientes: uso de varias estrategias de resolu-
cion por cada estudiante, mejoramiento progresivo de desempefio, regresiones
pasajeras a practicas anteriores mas ineficaces, descubrimientos de nuevas estrate-
gias, emergencia esporadica de resoluciones inconscientes en que el estudiante lo
hace bien pero no puede verbalizar como lo logro, interrupciones y cambios de
estrategia, dependencia de patrones de comportamiento frente a diferentes tipos de
secuencias de problemas, diferencia de comportamiento por pasar a otra sesion en
otro dia versus continuar en la misma sesion, etc.

El modelo propuesto se implementd en un simulador computacional, en el
cual se puede simular un estudiante virtual o todo un grupo de estudiantes virtua-
les. El simulador genera el comportamiento observable de cada estudiante virtual
para cada ensayo. El comportamiento esta dado por la respuesta a cada problema,
el tiempo de respuesta, la estrategia utilizada, y eventuales interrupciones. Tam-
bién genera comportamientos no directamente observables, entre los que se
encuentran los siguientes: recursos atencionales, intensidades de estrategias,
grado de discriminacion de caracteristicas perceptuales de los problemas, estado
de memorias de trabajo, estados de memorias de largo plazo, lugares sobre el cual
el sujeto va posicionando su atencidn visual en la medida que avanza en la resolu-
cion del problema, sucesion de ejecucion de acciones motoras y de acceso a
memoria, etc.

El articulo concluye con una comparacion entre la experiencia con estudian-
tes y las predicciones del modelo a través del uso del simulador. La corresponden-
cia es razonablemente buena, pues no sélo se logran patrones de comportamientos
generales similares, sino que también se obtienen mediciones cuantitativas simila-
res, y los principales fendmenos logran reproducirse. Adicionalmente, el proceso
de modelamiento y simulacion obligd a un conocimiento mas profundo del feno-
meno del aprendizaje, todo lo cual dio lugar a varias predicciones y sugerencias
que seran necesario estudiar en una nueva ronda de mediciones experimentales.

Laidea de un simulador puede parecer extrafia. Sin embargo, en casi todas las
ramas de la ciencia y tecnologia es normal encontrar simuladores. Existen desde
simuladores de vuelo hasta de hornos, trafico de aeropuertos, y ahora reciente-
mente son cada vez mas comunes en biologia (simuladores de bacterias y células)
y neurociencias (simuladores del sistema visual, olfativo, etc.). Construir un simu-
lador no sélo es un excelente ejercicio que obliga a hacer explicito todos los com-
ponentes y mecanismos que permitan explicar un fenémeno, sino que nos asegura
que al menos todos esos elementos sean efectivamente suficientes para generar
algunos aspectos esenciales del fenomeno. Este punto no es trivial, pues muchas
teorias no pueden siquiera generar una secuencia temporal basica de las variables
medibles del fenémeno estudiado. Es decir, una primera meta es poder generar
una dindmica, algo que efectivamente vaya cambiando. Esta primera meta no se
trata de que el fenémeno simulado se parezca al real, sino tan s6lo que se genere
algo que sea una sucesion de estados. Una vez cumplida esta fase no trivial, enton-
ces nos podemos preocupar de la segunda meta: que la secuencia de estados tenga
componentes que se relacionen con lo medible y que la evolucion de esas compo-
nentes se parezca a lo que se mide en la realidad. Este meta es mucho mas ambi-
ciosa. Pero en la medida que nos acerquemos a ella, podemos pasar a la siguiente



meta. La tercera meta es todavia mucho mas ambiciosa: contar con un simulador
que sea una herramienta confiable con la cual un profesor puede simular una clase
y averiguar cual seran las respuestas que lograra de los estudiantes ante diferentes
formas de ensefiarla. Esto puede parecer ciencia ficcidn, pero es lo que distingue
una pedagogia cientifica de una practica basada s6lo en ensayo y error y en una
intuicién con fundamentos muy limitados.

Problemas aparentemente simples que resolvemos mal

Problema 1 (geometria):

Observe estas dos mesas. ; Tienen la misma forma? O mds precisamente,
¢Son del mismo ancho y del mismo largo?

Figura 1: Mesas a comparar

Ahora mida con una regla tanto el ancho como el largo, y compruebe que
son iguales. |Si, son del mismo ancho y del mismo largo! Ahora que sabe
que son iguales, vuelva a observar las dos mesas. ;Como percibe ahora
las dos mesas? jSon iguales o no?

Este es mi ejemplo preferido, pues a pesar de que la 16gica le dice a uno que
ambas mesas miden exactamente lo mismo, sin embargo uno las ve muy diferen-
tes. Ya este ejemplo sugiere que el pensamiento no es secuencial, sino que hay al
menos dos mecanismos paralelos, uno 16gico y otro perceptual, y que estos dos
mecanismos estan compitiendo entre si.

Problema 2 (16gica de proposiciones): Presentamos dos formulaciones equivalen-
tes:

Formulacién 1: Dada la siguiente proposicion

“Si tengo la mano cerrada entonces tengo una moneda
o0 si no (o exclusivo)

si tengo la mano abierta entonces tengo una moneda”
¢ Qué se deduce?



Formulacién 2: Si una y s6lo una de las dos proposiciones siguientes es
verdadera:

“Si tengo la mano cerrada entonces tengo una moneda”
“Si tengo la mano abierta entonces tengo una moneda”
¢ Qué se deduce?

La mayoria de nosotros ve como evidente que lo que se deduce de inmediato
es que el sujeto tiene una moneda. Sin embargo, si se procede con mucho cuidado
se puede demostrar que lo que 16gicamente se deduce es que no tiene una moneda.
Veamos la demostracion. Supongamos que se tiene una moneda, entonces las dos
proposiciones de la formulacion 2 son implicaciones en las que la conclusién es
verdadera. Si uno va entonces a la definicion del conectivo implicacion (el enton-
ces), vera que si la conclusion es verdadera entonces toda la proposicion es verda-
dera. Y entonces ambas proposiciones son verdaderas, lo que contradice al hecho
que sélo una lo es. Por lo tanto la afirmacién “tengo una moneda” no puede ser
verdadera. Es decir, es falsa. O sea, lo que se concluye de acuerdo a la 16gica es
que no tengo una moneda.

Mucha gente tiene problemas de seguir el razonamiento de la demostracion
anterior, y por lo tanto se queda s6lo con la conclusion inicial inmediata sin poder
apreciar la dificultad y el desafio que este problema representa. En todo caso la
situacion es similar a la del problema geométrico, pues por una parte uno “ve”
inmediatamente la conclusion “tengo una moneda” al igual que uno ve inmediata-
mente que las dos mesas son de diferente largo y ancho. Pero, por otra parte, al eje-
cutar paso a paso un plan logico riguroso uno llega a la conclusién opuesta, tal
como lo que ocurre en el ejemplo geométrico que al ejecutar un plan de medicio-
nes uno concluye lo opuesto: las mesas miden lo mismo.

Problema 3 (Probabilidades): A continuacion mostraré tres formulaciones equiva-
lentes de un problema de probabilidades.

Formulacion 1: Tengo tres tarjetas: una blanca por ambos lados, una
roja por ambos lados y la tercera es blanca por un lado y roja por el otro.
Sisacoy le muestro una de las tres tarjetas y usted puede ver un solo lado y
éste es rojo. ;Cudl es la probabilidad de que el otro lado sea también
rojo?

Formulacion 2: Tengo 6 ladrillos (3 rojos y tres blancos) que se han
pegado formando los tres ladrillos dobles que se muestran a
continuacion:

Figura 2: Seis ladrillos pegados en pares



Sisaco un ladrillo doble y se lo muestro, y usted ve una sola cara y ésta es
roja. ;Cudal es la probabilidad de que el otro lado sea también rojo?

Formulacion 3: Tengo 6 ladrillos (tres rojos y tres blancos): dos ladrillos
rojos estan en el frasco A, uno blanco y uno rojo estan en el frasco B, y dos
ladrillos blancos estan en el frasco C, tal como se muestra en la figura.

T mEn

Figura 3: Seis ladrillos en tres frascos.

Si saco un ladrillo y se lo muestro y éste es rojo. ;Cudl es la probabilidad
de que provenga del frasco A?

Lo interesante de este problema es que la mayoria de la gente se equivoca al
resolver el problema en la formulacion 1. Sin embargo, con la formulacién 2, que
es totalmente equivalente, mucho menos gente se equivoca. Y con la formulacion
3, que también es totalmente equivalente a las anteriores, todavia mucho menos
gente se equivoca. Entonces, ;Cémo es posible que el mismo problema matema-
tico pasa de dificil a facil por meras cuestiones accesorias?

Estos tres problemas nos llevan a cuestionarnos sobre los mecanismos cere-
brales. ;Porqué espontaneamente el cerebro crea ciertas soluciones, las ve como
evidentes, y le cuesta darse cuenta de las soluciones correctas? De alguna forma
los procedimientos o algoritmos que el cerebro sigue no son los que la 16gica
estricta nos dice. El cerebro no parece ser un filtro neutro, tiene claras preferencias
por ciertos tipos de argumentos o calculos. En otras areas tiene grandes dificulta-
des, es mas lento y comete muchos errores, incluso efecttia errores sistematicos
que le cuesta mucho reconocer como errores y comprender que hay dificultades.

Problemas aparentemente complejos que resolvemos bien

Hemos visto tres problemas aparentemente simples. Estos problemas inme-
diatamente nos llevan a ciertas soluciones, pero un analisis mas cuidadoso mues-
tra que esas soluciones eran totalmente equivocadas. Ahora examinemos otros
cuatro problemas, pero esta vez los problemas escogidos son tradicionalmente
considerados como problemas complejos, totalmente inalcanzables para preesco-
lares o incluso para estudiantes de ensefianza basica. Veremos, sin embargo, que
los preescolares los pueden entender y resolver correctamente.

Problema 4 (concepto de raiz cuadrada):

Calcule o haga una estimacion de la raiz cuadrada de 25 y una de la raiz
cuadrada de 10.



La mayoria de la gente considera que la nocidn de raiz cuadrada es compleja,
que si bien puede calcular la raiz cuadrada de 9, de 16 o 25, sin embargo no entien-
den bien qué significa, no pueden dar una buena estimacion de la raiz cuadrada de
10, ni mucho menos explicar para qué sirve este concepto. Lo interesante e increi-
ble es que si presentamos el concepto de raiz cuadrada de otra forma, entonces
hasta nifios preescolares que aun no pueden contar pueden sin embargo entender
la nocién de raiz cuadrada. Veamos una formulacion alternativa:

Imagina que tienes 4 dulces y ordénalos en hilera tal como en la figura.

Figura 4: Cuatro dulces

Ahora forma con ellos un cuadrado perfecto. El niimero de dulces que for-
man los lados del cuadrado es la raiz cuadrada de 4.

Figura 5: Cuatro dulces formando un cuadrado.

Puesta adecuadamente, esta pregunta la pueden entender hasta nifios de 3
aflos, y pueden generalizar la idea para 9, 16 o 25 dulces, que es practicamente
infinito para ellos. Un aspecto muy importante es que no sélo ellos logran enten-
der el concepto, si no que algunos incluso inventan espontaneamente estrategias
para efectuar el rearreglo de los dulces en forma ordenada y eficiente. Es decir,
inventan algoritmos de céalculo. En el caso de estudiantes mayores, de ensefianza
media, una vez visto un par de ejemplos con dulces para calcular raices como las
de 9 y 16, muchos inventan espontaneamente estrategias para aproximar la raiz
cuadrada de 10, tal como se muestra en la figura en donde se divide un dulce
sobrante en 6 partes y se adosa a un cuadrado de 3 por 3 calugas obteniéndose un
casi cuadrado de 3 dulces y un sexto por 3 dulces y un sexto.

Figura 6: Diez dulces formando un casi cuadrado
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Esta aproximacion es muy buena pues 3 1/6 es con cuatro decimales 3.1667 y
la raiz cuadrada de 10 aproximada con cuatro de decimales es 3.1623.

Problema 5 (algebra y ecuaciones):

Resuelva la ecuacion 2x+1=7.

Este tipo de ecuaciones se comienza a estudiar en séptimo u octavo grado de
ensefianza basica. Muchos estudiantes nunca comprenden bien qué estan haciendo
cuando manipulan los simbolos, y por lo tanto perciben al algebra como un con-
junto de ejercicios simbdlicos que no les serviran para nada en su vida personal o
profesional. La ven s6lo como una barrera académica necesaria para pasar cursos
y para poder ingresar eventualmente a la universidad o a la educacion técnica
superior.

Veamos una formulacidén con material concreto y como estudiantes preesco-
lares pueden entender la ecuacion 2x + 1 =7 y su resolucion.

Reordena 7 dulces como dos columnas iguales mas un dulce suelto.

Esta interpretacion ya ayuda a muchos estudiantes y les permite encontrar la
solucion inmediatamente. Sin embargo, la nocién de variable x puede seguir
siendo resbaladiza. La siguiente formulacion ayuda atin mas a concretizar esa
nocion.

Imaginamos una variable x como una caja (contenedora de dulces) de forma
rectangular y de ancho la unidad, entonces le podemos dar a la nocion de variable
un contenido concreto y manipulable fisicamente.

Figura 7: Caja que representa x

Es decir, x denota una caja contenedora y por lo tanto es un objeto distinto del
numero de dulces que contiene. Desaparece entonces la aparente contradiccion
que mucha gente percibe por el hecho de que x es variable y luego del ejercicio
resulta que tiene un valor, por ejemplo x=3 (es decir, no era tan variable). Adicio-
nalmente, algo etéreo ¢ intangible como una variable, pasa a ser un objeto, en una
transformacion que el matematico Ed Dubinsky llama “encapsulacion”. O sea,
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acciones o procesos, pasan a conceptualizarse como objetos, y sobre estos objetos
se pueden a su vez ejecutar acciones. Esta transicion y su inversa (“desencapsula-
cioén”) son segiin Dubinsky componentes criticos en el aprendizaje de la matema-
tica, y estas representaciones fisicas y visuales ayudan a ese proceso de transicion.
Utilizando los dulces y las cajas, niflos pequefios pueden resolver la ecuacidon
2x+1=7 si se plantea de la siguiente forma:

Se presentan 7 dulces dispuestos sobre una mesa en forma desordenada y
se le dice al nifio que la mama las repartio entre las 2 cajas mellizas (que
contienen exactamente lo mismo) pero que un dulce quedo afuera (las dos
cajas y el dulce suelto se muestran en otro sector de lamesa). La pregunta
es: sitomo una de las cajas mellizas ;cuantos dulces contiene? Dado que
el preescolar no sabe contar ni reconoce numerales, para que responda se
le presenta un menii con tres opciones. la primera opcion es una caja con
un dulce, la segunda opcion es una caja con 2 dulces y la tercera opcion es
una caja con tres dulces, y se pide escoger cudl corresponde a la solucion.

Notese que esta forma de plantear el problema no requiere que el estudiante
sepa contar.

Problema 6 (sistemas dindmicos): Un sistema dindmico es uno en el cual se especi-
fica el comportamiento a través del tiempo de un objeto mediante una serie de
reglas. Si esas reglas especifican completamente cada movimiento entonces se dice
que es deterministico. Normalmente estos sistemas se estudian en fisica y para ello
se utilizan reglas especiales denominadas ecuaciones diferenciales. Sin embargo,
el concepto de sistema dinamico puede introducirse hasta con nifios de 5 afios, que a
esa edad estan recién aprendiendo a leer y a reconocer los primeros nimeros.

A continuacion presentamos una situacion que sélo requiere manejarse con
los nimeros entre 0y 15. Es un caso ultra sencillo de sistema dindmico, pero con-
tiene parte importante de los elementos conceptuales de sistemas mas sofisticados.
Por otra parte, este es un sistema muy concreto y real, pues pretende emular en
parte el comportamiento de una bacteria.

Imaginate un mundo bidimensional y cuadriculado, tal como un tablero
de ajedrez. En cada casillero hay un numero que indica la cantidad o con-
centracion de comida. Imaginate ademas que en cada tick de nuestro reloj
(cada minuto, por ejemplo) una bacteria se mueve dando un paso de un
casillero a un casillero vecino. El casillero vecino seleccionado para
donde moverse es el que tiene mds comida, siempre y cuando haya mds
comida que donde esta. Si no, no se mueve. Si la bacteria esta en el primer
casillero de arriba a la izquierda del mundo dibujado en el tablero
siguiente, entonces jqué trayectoria sigue? Dibiijala con un ldpiz sobre el
tablero.

Nifios pequefios pueden dibujar las trayectorias de diferentes bacterias colo-
cadas inicialmente en un casillero dado. Por ejemplo, una bacteria ubicada en el
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casillero superior izquierdo. La trayectoria dibujada es lo que se llama la soluciéon
del sistema dinamico para esa condicién inicial.

Tratemos de describir las reglas del movimiento de la bacteria. La posicion de
la bacteria en el instante siguiente (o sea x(n+1)) es la posicion en el instante actual
(o sea x(n)) mas un paso que se calcula a partir de la cantidad de comida en la posi-
cion actual y la de los 8 (o a veces menos) casilleros vecinos. Este paso se calcula
tomando diferencias, escogiendo la mayor de todas y luego viendo si es positiva o
no. Si es positiva se avanza al casillero siguiente en esa direccion. Llamemos a
este paso dif( comida vecinos(x(n)) ), para indicar que depende de la diferencia
con sus vecinos de la comida en casillero actual x(n) y sus vecinos. O sea, en
forma resumida:

x(n+1)=x(n)+dif( Comida_Vecinos(x(n) )

Esta forma de escribir de manera resumida la regla de comportamiento es la
descripcidn tipica que se usa en el lenguaje de los sistemas dinamicos a tiempo
discreto (es decir, del instante n pasamos al instante n+1), y en un mundo discreto
(pues es un tablero). Si imaginamos un mundo como un tablero muy fino, con
muchos casilleritos, y también con ticks de tiempo muy cortos (décimas de segun-
dos, por ejemplo), nos aproximamos a la nocion de sistemas dinamicos continuos
descritos por ecuaciones diferenciales, que son los que se usan tipicamente en
fisica.

Notese que aqui se ha descrito en forma explicita un mecanismo bien preciso
que genera el movimiento. La variable x se denomina el estado del sistema y
representa todo lo que necesitamos saber para pasar al estado siguiente. De alguna
forma x resume toda la historia, y no agregamos nada con conocer la historia pre-
via para calcular la posicion siguiente. Jugando con diferentes tableros con otras
configuraciones de nimeros, o mas aun, con reglas un poco diferentes, es posible
introducir a pequefios niflios no solo a los conceptos de sistemas dinamicos sino
que también a las nociones de modelamiento matematico. Nuevamente, hemos
encontrado una forma en la cual conceptos matematicos tradicionalmente consi-
derados como muy complejos, pueden sin embargo ser manejados sin dificultad
por preescolares.
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Problema 7 (16gica con cuantificadores): Tal como hemos visto en el problema 2,
planteamientos con proposiciones muy simples pueden inducirnos a razonamien-
tos completamente equivocados. Veremos ahora la situacion inversa, donde propo-
siciones con cuantificadores existenciales que tipicamente se consideran suficien-
temente complejos como para que sélo se estudien en cursos universitarios, pueden
sin embargo ser entendidos y manejados por nifios preescolares.

JEs cierto o no?

En toda caja existe al menos un circulo obscuro
Existe una caja con cero circulos
En tres cajas existen al menos dos circulos obscuros

La caja con mas circulos solo tiene circulos obscuros

Toda caja con circulos blancos tiene también al menos un obscuro
Toda caja con circulos obscuros tiene también al menos uno blanco

L

Figura 8: Cajas con circulos
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Este tipo de problemas no presenta gran dificultad para estudiantes preescola-
res o de enseflanza basica. Las proposiciones mas complicadas son las dos ulti-
mas, pero aun asi muchos niflos las entienden. En realidad, la mayor dificultad
parece ser la lectura de cada frase.

Hemos revisado siete problemas. Los tres primeros son aparentemente trivia-
les, pero muy poca gente los resuelve bien. Los cuatro problemas siguientes son
tipicamente considerados como problemas que involucran temas conceptual-
mente muy complejos y avanzados. Sin embargo, hemos visto que planteados en
una forma adecuada, los pueden entender y resolver estudiantes de 5 afios de edad.

Estos siete problemas cuestionan nuestras concepciones de qué es facil y qué
es dificil en matematicas: pareciera que es mas dificil aprender a contar mas alla
de tres que comprender el concepto de raiz cuadrada y el de ecuacidn, que es mas
dificil aprender los numerales y la notacion posicional mas alla de nueve o apren-
derse las tablas de multiplicar que aprender la nocion de sistemas dinamicos o el
de cuantificadores logicos. Estos hallazgos nos hacen cuestionar qué y como ense-
flar la matematica, qué es primero y qué deberia venir después. Adicionalmente,
estos siete problemas nos ilustran la naturaleza del desafio que significa entender
como el cerebro trabaja para enfrentar problemas matematicos.

Perspectiva evolucionaria: ;Para qué esta realmente hecho el cerebro?

El plan de esta seccion es el siguiente. Al comparar organismos sin sistema
nervioso con aquellos que lo tienen nos lleva a concluir que la primera capacidad
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basica del sistema nervioso es la coordinacién de movimientos. Luego analizamos
el pensamiento y concluimos que es practicamente igual a coordinar movimientos
pero donde al final no se produce movimiento real; es s6lo movimiento virtual. A
continuacidn analizamos cémo aprendemos de otros, lo que nos lleva a estudiar la
imitacion de actos. Revisamos algunos actos tipicos de los primates (manejo de
objetos con las manos) y cdmo se secuencian formando estrategias para resolver
problemas. Estudiamos la interrupcion de secuencias en ejecucion y la emergencia
de estructuras dentro de las secuencias de actos (la composicionalidad y la sinta-
xis). Analizamos como esos mismos mecanismos son los que hereda el ser
humano para coordinar las complejas secuencias de actos motores con la laringe,
cuerdas vocales y lengua. Con los actos bucales se generan ruidos, y con ellos se
pueden marcar secuencias y conceptos. El conjunto de marcas junto a su estruc-
tura composicional y sintactica conforman el lenguaje. El paso siguiente es marcar
con objetos externos. Esto corresponde a la escritura, una memoria no bioldgica,
que hace posible la produccion de estrategias y conceptos de mucho mayor sofisti-
cacion. Y asi llegamos a la matematica, un lenguaje escrito, especialmente ajus-
tado para describir patrones de fendmenos, sus componentes, y las relaciones
entre ellos.

Movimientos en un mundo de tres dimensiones

El sistema nervioso y el cerebro es una solucion a requerimientos recurrentes
que nuestra especie y muchas otras especies con sistemas nerviosos han enfren-
tado por millares de generaciones. Entender el cerebro parte por comprender esos
requerimientos. Saber para qué problemas el cerebro esta especialmente disefiado
es una gran ayuda para luego intentar entender como el cerebro funciona. Partimos
por observar que los organismos sin sistema nervioso son practicamente inmovi-
les. Por ejemplo, las plantas y arboles no tienen sistema nervioso y practicamente
no se mueven. Similarmente, bacterias y otros microorganismos se mueven, pero
el movimiento es muy lento comparado con el movimiento y tiempos de respuesta
de animales con sistema nervioso. Segun el neurocientista Rodolfo Llinas el cere-
bro es necesario solo para criaturas que se mueven activamente.

Llinas y el filésofo de la mente Daniel Dennett, citan el caso extremo de la
juvenil jeringa de mar que da vueltas por el océano buscando una roca adecuada o
un buen montoén de coral donde asirse y formar su hogar para vivir. Para esta tarea
posee un sistema nervioso rudimentario. Cuando encuentra su lugar y hecha rai-
ces, ya no necesita mas su cerebro, asi que se lo come.

En resumen, el cerebro es, primero y antes que nada, un 6rgano para controlar
el cuerpo bioldgico. La mente comanda movimientos, y lo debe hacer rapido,
antes que el predador la agarre, o antes que su presa se le arranque. Esta perspec-
tiva nos sugiere que, para estudiar el pensamiento abstracto, debemos comenzar
por enfocar nuestra atencidon en representaciones visuales y motrices. Debemos
buscar la conexidn entre cognicion y movimiento, y en sus correspondientes pro-
cedimientos o algoritmos.

La percepcion visual de que las mesas del problema geométrico son diferen-
tes es generada por los algoritmos cerebrales para la vision y navegacion. A partir
de una imagen bidimensional formada en la retina estos algoritmos deben estimar
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la forma de un objeto en tres dimensiones. Los algoritmos se basan en una serie de
supuestos que no son siempre validos, pero en las condiciones tipicas en las que se
desenvolvian nuestros antepasados esos supuestos se cumplen y entonces alli los
algoritmos generan soluciones que funcionaban bien. En una situacién atipica y
extrema como la planteada en el problema, esos algoritmos nos llevan a una per-
cepcion equivocada. Sélo al ejecutar otro tipo de acciones, tal como mediciones, o
traslaciones y rotaciones de las mesas, podemos darnos cuenta que la percepcion
es en realidad una ilusion.

Es decir, el cerebro contiene una serie de algoritmos especialmente adaptados
para ciertos problemas, que son los problemas recurrentes que por decenas de
miles de generaciones hemos tenido que enfrentar para sobrevivir. Si enfrentamos
el cerebro a problemas distintos, fuera del rango de los problemas tipicos y recu-
rrentes que por decenas de miles de generaciones ha enfrentado, entonces no es
seguro que esos algoritmos nos den la solucidn correcta, y muy posiblemente dos
o mas de ellos nos pueden entregar dos o mas soluciones diferentes que estaran
compitiendo en nuestra mente.

Pensamiento es movimiento virtual

Para continuar nuestro acercamiento a entender el pensamiento abstracto
comencemos por averiguar qué hace el cerebro cuando se imagina o simula men-
talmente algo. Por ejemplo, cuando se imagina que estd viendo un objeto, o
cuando se imagina tocando piano. Una pista importante lo entregan las tomogra-
fias cerebrales que indican que al imaginarse un objeto los mecanismos neurona-
les utilizados son en gran parte los mismos que cuando el individuo ve el objeto
directamente. El neurofisidlogo Yasushi Miyashita, destaca que al solicitar imagi-
nar el Partenon griego y contar sus columnas, entonces en el sujeto se produce un
flujo de actividad desde los centros cerebrales superiores hacia la corteza visual
justo en sentido opuesto a cuando se ve directamente el objeto, y ese flujo llega
incluso a activar las primeras areas visuales de la corteza, aquellas en que la acti-
vacion es todavia topograficamente similar a la imagen del objeto. Es decir, un
estimulo verbal genera acciones visuales equivalentes y utilizando los mismos
recursos neuronales que cuando se ve directamente. Similarmente, al imaginarse
tocando piano u otro objeto el cerebro activa mecanismos neuronales motores
similares a cuando ejecuta efectivamente esa accion. Este fendmeno llega a tal
punto que el grupo de neurocientistas liderado por Alvaro Pascual-Leone ha com-
probado que imaginarse practicando piano durante cinco dias por dos horas diarias
en las que se simula mentalmente el movimiento de los dedos produce los mismos
cambios plasticos neuronales en el sistema motor que la practica real moviendo
los dedos, y que el efecto de esta practica puramente mental se refleja luego en un
mejor desempefio al tocar piano.

Estos hallazgos nos indican que existe una fuerte conexion entre el pensa-
miento y los mecanismos neuronales perceptuales y motores. Solo el hecho de
imaginarse haciendo algo activa esos mecanismos neuronales y logra mejorar las
destrezas motoras. Es entonces de esperar que, a la inversa, para una cierta idea o
concepto existan acciones perceptuales y/o motoras especificas que al ejecutarlas
una o mas veces ayuden al aprendizaje y a la comprension de esa idea o concepto.
Este punto es crucial. Es una pista muy importante no sélo para entender el feno-
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meno de comprension sino que también es un dato muy importante que hay que
tener presente al disefiar actividades pedagogicas especificas que ayuden a una
comprension verdadera de los diferentes conceptos matematicos.

El desafio entonces es: para cada uno de los conceptos matematicos funda-
mentales encontrar las acciones perceptuales motoras u otras acciones primarias
(lingiiisticas y/o sociales) en las que el concepto estaria basado. Esta conexion
puede no ser directa, y seguramente lo que existe es una compleja red de conexio-
nes entre conceptos entre si y que sélo en algunos puntos hay conexiones con
mecanismo perceptuales-motores. Stevan Harnard, visualiza el mundo abstracto
de ideas como uno en el cual ciertas categorias se van formando a partir de discri-
minaciones perceptuales motoras que el sujeto adquiere directamente pero
muchas otras las adquiere de terceros sin necesidad de aprenderlas perceptual-
mente por si mismo. La compleja red que se forma hace que muchos conceptos
tengan una relacion lejana con acciones percepuales motoras, pero eso no signi-
fica que no existan. Debemos, entonces, buscar formas de presentar los conceptos
haciendo mas evidente la conexidn con acciones primarias.

Otro aspecto muy importante que es necesario tener en cuenta es que el cere-
bro ante situaciones o conceptos nuevos busca y aprovecha en forma oportunistica
recursos y algoritmos que en realidad estaban disefiados evolucionariamente para
otros fines. Por ejemplo, la visién y sus algoritmos procesan palabras escritas con
bastante comodidad a pesar que esos mecanismos no fueron disefiados para ese
tipo de tareas. Sin embargo, un disefio desafortunado de tipos de letras o del espa-
ciamiento entre letras puede hacer degradar significativamente la lectura de tex-
tos. Esto significa que debemos constantemente buscar las formas para las cuales
el cerebro funcione lo mejor posible. La idea es ayudar al cerebro a que para nues-
tros fines matematicos pueda aprovechar bien los algoritmos que posee y que esta-
ban disefiados para otras funciones.

Imitacion y manipulacion de objetos y herramientas

El cerebro es una maquina especializada para el movimiento y la navegacion.
Sin embargo, al recorrer la escala evolutiva aparecen sistemas nerviosos mas com-
plejos con subsistemas especializados que resuelven ciertos problemas especifi-
cos recurrentes y que les permitieron a las especies que los poseen ocupar nuevos
nichos ecologicos. Existe hoy en dia evidencia de la existencia de la capacidad de
cierto grado de imitacién en muchos animales. El bidlogo Lee Alan Dugatkin ha
disefiado elegantes experimentos que demuestran la imitacion de estrategias de
seleccion sexual por peces de pecera, a pesar de ser animales con cerebros minus-
culos. El fenomeno de imitacion en peces es de tal importancia e intensidad que
estrategias imitadas pueden llegar a competir con estrategias innatas diametral-
mente opuestas. Dugatkin estima que la imitacion como forma de transmision cul-
tural lleva a cuestionar el origen exclusivamente genético que hasta ahora se supo-
nia era el que originaba las diferentes conductas animales, y que esta creciente evi-
dencia muestra que “la cultura no es solo para animales superiores, ni es un signo
de inteligencia”.

Sin embargo, s6lo en primates superiores aparece la imitacion de conductas
mas complejas, especialmente aquellas ejecutadas con las manos, y para las cuales
tenemos evidencia de mecanismos especializados. Segun el primatologo Frans de
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Waal, los chimpancés jovenes adquieren la compleja habilidad de usar piedras
para partir nueces en un lento proceso de imitacion que dura varios afios de prac-
tica antes de lograr ejecutar la accion con éxito.

Existe abundante evidencia que nuestra especie se destaca sobre las otras por
sus habilidades manuales. S6lo primates superiores como los chimpancés, gorilas
y orangutanes se le acercan en la capacidad de manipulacién de objetos y uso de
herramientas. Por otra parte, las zonas de la corteza cerebral (tanto sensoriales
como motoras) conectadas con las manos ocupan un gran espacio en comparacion
al espacio dedicado a otras zonas superficiales del cuerpo. Solo el espacio dedi-
cado a la cara le es comparable. Esto refleja una gran cantidad de recursos dedica-
dos a las manos y las acciones que con ellas realizamos.

En una serie de fascinantes estudios experimentales con monos macacos, los
neurocientistas Giacomo Rizzolatti y Vittorio Gallese han logrado localizar con-
juntos de neuronas involucradas con acciones motoras manuales y bucales especi-
ficas, que nos dan una importante pista entre actividad cognitiva y actividad
motora manual y bucal.

Por una parte, Rizzolatti y Gallese encontraron que existen neuronas (que lla-
maron neuronas “espejo’’) que solo se disparan cuando un agente interacciona con
un objeto, pudiendo ser el agente el mismo sujeto (el mono) o un tercero (un expe-
rimentador humano). Por ejemplo, existe un grupo de neuronas que se activan
exclusivamente cuando una mano agarra un objeto, sea ¢sta una mano propia o de
un tercero. Es decir, esas neuronas no se disparan cuando el sujeto ve el objeto o ve
una mano. Tampoco se disparan si el objeto es tomado con pinzas o con alguna
otra herramienta. Se disparan s6lo en el momento en que la mano agarra el objeto,
sea ésta la mano del mono, de otro mono o de un humano. Y tampoco importa cual
es el objeto agarrado, ni su tamafio, forma o color.

(@ (b)

Figura 9 (a): activacion de neuronas espejo en actor y observador

(b) activacion de las mismas neuronas espejo en observador al
ejecutar la misma accidn que vio realizar al actor.

Las neuronas de agarre estan en realidad especializadas segtin sea el modo de
agarre. Algunas se activan solo para la aprehension con los dedos, otras para la
aprehension con la mano completa, otras para el agarre con precision, etc. Existen
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también otros grupos neuronales asociados a otras acciones agente-objeto. Por
ejemplo, un grupo de neuronas se activan solo al colocar un objeto en un lugar,
otro grupo distinto se activa exclusivamente al manipular un objeto, otro al soste-
nerlo, etc. Estos otros grupos neuronales también se especializan en mucho mayor
detalle segun tipos especificos de accion.

Adicionalmente, algunas de estas neuronas espejo se activan independiente-
mente si el agente corresponde a una mano o a una boca, siempre y cuando la
intencion de la accion sea la misma. Este fenomeno es notable, por cuanto una
mano es muy distinta de una boca, y por lo tanto la activacién indica que estas neu-
ronas se fijan s6lo en el tipo de accion perseguida y no en cdmo es implementada.

Segun Rizzolatti y Gallese, las neuronas espejo forman un sistema de apareja-
miento entre observacidon y ejecucion de acciones motoras. Aparejamiento que
permitiria el aprendizaje por imitacion. Es decir, la activacion de un grupo especi-
fico de neuronas le indicaria al sujeto: si lo que él hace es lo que justo acaba de ver
hacer por un tercero. Este es un hecho con enormes implicaciones, pues no sélo
nos revela una de las bases neuronales del aprendizaje, si no que también nos
indica cudles son las acciones mas basicas que componen el proceso de aprendi-
zaje. Algo asi como los atomos de la imitacion y del aprendizaje.

En otras palabras, este simple sistema de aparejamiento nos indica cuales son
las acciones motoras “agente-objeto” que tienen grupos neuronales dedicados
exclusivamente a su identificacion, sin necesidad de mas procesamiento. Sin
intermediarios. Por el contrario, otras acciones que no poseen grupos neuronales
directamente encargados de su identificacion, requieren algoritmos compuestos,
con cadenas mas largas de procesamiento, y que por lo tanto involucraran otras
areas cerebrales y métodos mas indirectos. Asi, el aprendizaje de esas otras accio-
nes, requerira mucho mayor esfuerzo y tiempos de practica mas prolongados.

Pero las neuronas espejo no sélo estan involucradas en la imitacidn sino que
también en el entendimiento de acciones. Este punto recientemente descubierto es
de gran significacion para entender como es que comprendemos. Experiencias en
que se muestra un acto de agarre de un objeto pero donde una parte de las acciones
estan escondidas tras una cortina, muestran que una proporcion de las neuronas
espejo siguen disparandose. Esto es, el sujeto supo lo que el otro hizo a pesar de
que no vio el acto completo. Es decir, no se necesita la observacion directa de todo
el acto, de alguna manera esas neuronas codifican el significado del acto. Mas atn,
tomografias cerebrales en humanos muestran que ciertas neuronas premotoras del
sistema espejo se disparan mas activamente al pedirsele al sujeto comprender un
acto de agarre que cuando se le solicita sdlo la imitacion del acto. Segun Rizzo-
latti, Fogassi y Gallese aqui estaria el mecanismo neurofisioldgico subyacente a la
compresion de actos. Las neuronas espejo y los actos que ellas codifican son exce-
lentes aliados para disefiar estrategias de enseflanza para la comprension en
matematicas.

Imitacion y comprension de actos con las manos o la boca pueden parecer ale-
jados a las acciones abstractas que se siguen en matematicas. Sin embargo, ya
hemos visto que los movimientos de agarre y ordenamiento de dulces para formar
cuadrados perfectos son no sélo inmediatamente imitados sino que también com-
prendidos. La compresion verdadera se comprueba por el hecho que los preescola-
res generalizan el procedimiento para numeros diferentes. Es decir, hay algo parti-
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cular en una secuencia de actos ejecutadas con las manos: como por arte de magia
las personas entienden procedimientos que de otra forma parecen muy complejos.
Cuando se explica un algoritmo aritmético con objetos concretos que se mueven
con la mano, entonces el grado de comprension aumenta radicalmente. Otro ejem-
plo: al mostrar los algoritmos de suma y resta con acciones manuales en los abacos
de la figura siguiente, se genera inmediatamente una compresion que dificilmente
se alcanza con el mero manejo de niimeros en la notacion posicional estandar.

Figura 10: Abacos adaptados: notese que son tres y poseen una pizarrita,
todo lo cual facilita el calculo y la asociacién con los algoritmos simbolicos
ejecutados con lapiz y papel.

Este fendmeno puede ser el que esté subyacente y nos permita explicarnos
porqué un preescolar puede entender algoritmos de manejo algebraico cuando
éstos se realizan moviendo con las manos cajas y dulces, y no cuando se realizan
en forma abstracta. Es conocido, tal como lo muestra las estadisticas en Francia de
la revista Science et Vie, que con procedimientos simbdlicos la mayoria de los
estudiantes sdlo repiten las manipulaciones algebraicas sin entender lo que estan
haciendo. Pero, de alguna forma cuando se hacen con las manos entonces magica
y espontaneamente surge la comprension de algoritmos y conceptos.

El lenguaje también es movimiento

La concatenacion de actos elementales para formar acciones complejas y
estrategias requiere resolver varios desafios. Primero, es necesario coordinar el
secuenciamiento. También es critica la habilidad de efectuar interrupciones frente
a nueva informacion que esta llegando. Si no, no hay flexibilidad y la superviven-
cia es imposible. Por otra parte, es necesario buscar formas de evitar una gran
variedad de posibles secuencias de actos elementales, pues no hay memoria sufi-
ciente para almacenar muchos miles de secuencias. La solucion es reutilizar
secuencias ya asimiladas. Aqui reside el origen de la sintaxis y la composicionali-
dad. También es clave la capacidad de asociar secuencias de actos a caracteristicas
perceptuales de eventos. Esto significa que problemas con diferentes caracteristi-

20



cas deben gatillar diferentes secuencias de actos. Otra facultad clave es la de aso-
ciar secuencias de actos a otras secuencias de diferente naturaleza motora. Por
ejemplo, asociar secuencias de actos motores de la boca y laringe a secuencias de
actos motores con la vision y las manos. Es decir, marcar con ruidos secuencias de
acciones con las manos y vista, y poder referirse luego a esas marcas, y componer
nuevas marcas con esas marcas. Asi llegamos al lenguaje. Antes de pasar a la
matematica, revisemos estos desafios en mas detalle.

Al considerar las diferentes partes del cuerpo y la posibilidad de mover cada
una de ellas, surge una verdadera explosion combinatorial de secuencias posibles
de acciones motoras. Pero como destaca Rodolfo Llinas esa explosién no ocurre
en la practica, pues los organismos ya tienen empaquetados secuencias predeter-
minadas que evitan la verdadera paralizacion que se produciria si el organismo
debiera decidir cada vez como componer una secuencia para lograr cierto obje-
tivo. Por ejemplo, ponga su mano derecha en su cadera derecha y ahora observe su
brazo mientras lleva su mano derecha hasta agarrar su oreja izquierda. Repita y
observe los complejos movimientos del codo y de la mufieca. Durante el movi-
miento una serie de musculos ejecutaron acciones sin que usted tuviera que deci-
dir moverlos. Si el organismo tuviera que decidir qué componentes utilizar y como
mezclarlos y seriarlos unos tras otros para fabricar toda la secuencia, entonces la
solucidn seria muy lenta. Nadie podria sobrevivir con esos tiempos de respuesta.

Sin embargo, en algunas secuencias de actos, particularmente los hechos con
la mano, dedos, boca y lengua, esa restriccion a la explosién combinatorial puede
desactivarse. Con tiempo y dedicacion uno puede conscientemente inventar y
componer secuencias muy complejas y completamente nuevas. Y asi una verda-
dera infinidad de combinaciones es posible. Pero el costo es alto: se requiere
mucho mas tiempo para seleccionar estrategias y muchos mas recursos atenciona-
les. Por ejemplo, si usted quiere seleccionar una pieza para colocarla en un rompe-
cabeza que solo esta armado a medias, entonces debe simular mentalmente y ensa-
yar con las manos varias secuencias de movimientos de traslacion y rotacion antes
de lograr encajar correctamente la pieza. Largas y complejas secuencias de accio-
nes manuales y faciales fabricadas conscientemente s6lo son posibles para activi-
dades que no requieran una respuesta muy rapida. Por ejemplo, para ejecutar com-
plejas operaciones para manipular herramientas o para largas cadenas de acciones
que correspondan a preparativos para futuras actividades. Pero esta concatenacion
consciente de acciones recluta también algunas areas neuronales diferentes a las
reclutadas para secuencias preempaquetadas. Asi por ejemplo, el neurocientista
Ira Black, cita el caso de un paciente con un grado avanzado del mal de Parkinson
que es incapaz de caminar y que estd confinado de por vida a una silla de ruedas.
Sin embargo, en una situacion de extrema emergencia, donde son6 la alarma de
incendio, en medio del panico se levanto y arranco corriendo. Una vez en el patio
y fuera de peligro cayé inmovilizado. Es decir, los circuitos utilizados para con-
formar y ejecutar secuencias de actos en forma consciente y deliberada tiene algu-
nas componentes distintas a las de los circuitos que ejecutan secuencias preempa-
quetadas, ligadas a respuestas emocionales u otras inconscientes.

Pero entonces, ;como maneja el cerebro la enorme explosion combinatorial
de secuencias posibles de concatenacidon de actos? La solucidon es reutilizar
secuencias ya asimiladas, mediante recursividad y composicionalidad. En efecto,
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en las acciones manuales de varios primates no humanos y en las secuencias de
acciones de bebés, se observan elementos de sintaxis en la composicion y genera-
cion de acciones. Segun la Psicologa Patricia Greenfield nifios muy pequefios ya
muestran maneras de colocar objetos unos dentro de otros y de componer acciones
manuales que satisfacen una sintaxis elemental. Esa sintaxis motora primaria esta
dada por la naturaleza de las acciones espaciales y manuales, y constituiria la base
de la sintaxis de acciones mas abstractas que luego se efectian en el lenguaje. Aun
mas, segun el neurocientista del lenguaje, Philip Lieberman, estudios en roedores
muestran que ellos ya usan una sintaxis basica para concatenar movimientos indi-
viduales en programas bien formados de acicalamiento mutuo, y esta sintaxis esta
regulada por los ganglios basales, un area subcortical y primitiva del cerebro y que
forma parte del denominado cerebro reptil. Asimismo, en primates la sintaxis mas
compleja presente en las acciones espaciales y manuales, también esta regulada
por los ganglios basales, y en humanos esa misma area subcortical participa en la
regulacion de la sintaxis del lenguaje. Esta sintaxis ahora coordina las secuencias
de marcas auditivas y motoras de la boca que representan palabras y frases. Es
decir, la composicion de marcas hereda y aprovecha la sintaxis proveniente origi-
nalmente de acciones espaciales y manuales.

Aun cuando se tengan muchas y poderosas secuencias de actos, es necesario
la seleccion de secuencias de acuerdo a la situacién que en ese momento enfrenta
el sujeto. Es decir, por una parte una secuencia de actos pasa a ser una unidad, un
elemento completo. Por lo tanto se la puede llamar como a un todo y activarla. Por
otra parte, la informacién de la secuencia reside en una o varias memorias que
mantienen asociaciones con aquello que la puede activar. Asi diferentes caracte-
risticas perceptuales de un problema activa una o mas secuencias, que luego de un
proceso de competicion, se seleccionan algunas y se ejecutan. Por ejemplo, un
ladrido fuerte y sorpresivo activa una o varias secuencias de actos de defensa:
levantar las manos, apurar el corazon, tensionar los musculos de las piernas, gritar,
etc.

Ademas de la gran importancia del secuenciamiento de actos, de la composi-
cionalidad y de la seleccion, es también critica la capacidad de efectuar interrup-
ciones. De acuerdo con Philip Lieberman, los ganglios basales son el area neuro-
nal que contiene la capacidad clave de interrumpir actividad en ejecucion. Ellos
son los que no sélo estan a cargo de aprender nuevos patrones de actividad motora,
de secuenciar los actos individuales y de la sintaxis, sino que también de interrum-
pir secuencias en ejecucion de manera de incorporar nuevas decisiones sobre la
base de informacion procesada paralelamente o recientemente ingresada. Segin
Lieberman, las presiones selectivas que dieron origen a la facultad de caminar en
dos pies y a la capacidad de realizar complejas secuencias motoras con las manos
y dedos, ambas reguladas por los ganglios basales, son también las que dieron ori-
gen a la capacidad de los ganglios basales para regular las ain mas complejas y
variadas secuencias de actos motores de la laringe, cuerdas vocales y lengua que
generan el habla. Asi por ejemplo, en pacientes con mal de Parkinson, con dafios a
los ganglios basales, y problemas de locomocioén y control manual, también pre-
sentan deficiencias de inflexibilidad en la toma de decisiones y de comprension
oral. Algo similar ocurre con montafiistas, en los que a gran alta altura, sufren un
daflo transiente a los ganglios basales que les dificulta la comprension de frases y
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la capacidad de interrumpir decisiones. La inflexibilidad cognitiva producida
llega a tal punto que es considerada una de las principales causas de muerte en el
escalamiento del Everest.

Con movimientos de mano, cara y cuerpo no siempre es facil comunicar cual-
quier concepto. Segun Stevan Harnard, con las manos no se puede sefialar algo o
imitar a alguien en la noche en total obscuridad. También es muy dificil describir
con las manos objetos ausentes. Mas dificil aun es nombrar propiedades o concep-
tos abstractos s6lo con mimica usando las manos y la cara. Es practicamente
imposible disefiar una pantomima para indicar clases de objetos y no solo instan-
cias especificas de esas clases. Para realizar todo eso es necesario poder marcar
categorias abstractas, darle un nombre o marca. Segiin Harnard el origen del len-
guaje comienza con el acto de marcar categorias con ciertos signos arbitrarios y el
encadenamiento de esas marcas para describir proposiciones. Es decir, si bien con
acciones motoras manuales y de otras partes del cuerpo podemos encadenar
secuencias de acciones y generar nuevas secuencias mezclando preexistentes, el
hecho de nombrar una secuencia con una marca, sea ésta un dibujo o ruido, y
luego referirse a ella por su nombre, es un mecanismo muy poderoso. Al parecer
este es un fendomeno unicamente humano, aunque algo de esto se puede ensefiar a
chimpancés. En condiciones de laboratorio se les puede ensefiar un vocabulario
iconico basico de varias decenas de iconos (150 segtin Lieberman), y donde poste-
riormente y en forma auténoma logran componer frases cortas y crear algunas
nuevas palabras. También, segin el neurocientista de la matematica Stanislas
Dehaene, se les puede ensefiar a manejar y entender los numerales del 1 al 9y a
realizar sumas con ellos: una vez que han aprendido a sumar con objetos concretos
y han aprendido a reconocer los numerales y a asociarlos con cantidades de obje-
tos, entonces a la primera vez pueden hacer las sumas con simbolos.

Pero, ¢ qué significa marcar? ;Y porqué esta facultad es tan poderosa? Marcar
es asociar a una secuencia de actos motores otra secuencia de actos motores, pero
de diferente naturaleza. Una secuencia de movimientos manuales y visuales, se
asocian a una secuencia de actos vocales, que emiten ruidos y se pueden escuchar.
En el que los escucha, gracias a un sistema neuronal espejo, se le activan los mis-
mos actos motores pero sélo en forma virtual; sin necesariamente emitir los rui-
dos. Pero la gracia es que en este nuevo sujeto, la secuencia virtual de actos verba-
les las asocia a su vez a actos motores manuales y visuales virtuales. | Y, asi, el que
escucha logra comprender qué le dice el otro! Ver figura 11.

La otra gracia de la secuencia vocal (ejecutada con la ayuda de la laringe, len-
gua y cuerdas vocales) es que es de mucha mas corta duracion y requiere utilizar
mucho menos energia y recursos. Por lo tanto, requiere menos capacidad de
memoria y es mucho mas facil de ejecutar. Imaginese un nifio de un afio que esta
enojado. Muchos de ellos ademas de llorar realizan diferentes acciones como por
ejemplo patalear e incluso ponerse cabeza abajo. Asi llaman la atenciéon y comuni-
can su enojo. Después de aprender a hablar, al mismo nifio le basta decir “estoy
enojado” para comunicar la misma idea. Gracias a la capacidad de marcar accio-
nes y usar luego solo esas marcas, es posible no sélo una variedad aun mayor de
acciones y mayor flexibilidad, sino que también reducir los tiempos de respuesta.
Se requiere mucho menos tiempo para decir lo que hay que hacer que para hacerlo,
especialmente con largas secuencias de acciones. Con el manejo y composicion de
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marcas se alcanza un nivel completamente diferente de sosfisticacion en la com-
posicidn de acciones. Pero atin asi, sin sintaxis las secuencias se vuelven inmane-
jables. El bidlogo matematico Martin Nowak y sus colaboradores han mostrado
que dado que no muchas marcas de acciones pueden ser finalmente almacenadas
en memoria de largo plazo, entonces la sintaxis composicional es una adaptacion
esencial. Segin Lieberman, cuando un nifio pasa de las 250 palabras empieza a
emerger la gramatica. Por otra parte, con la ayuda de la escuela un adulto normal
llega a dominar cerca de 60 mil palabras diferentes. Segun el psicélogo Geoffrey
Muller, no mas de 100 se usan el 60% de las veces, y no mas de 4000 se usan el
98% de las veces, y, con menos de 1000 se podria decir todo. La composicionali-
dad hace posible que con unos pocos miles de marcas se puedan comunicar miles
de millones de ideas.

Figura 11 (a) Sujeto 1 ejecuta o ve ejecutar una secuencia de actos motores manuales

(b) Sujeto 1 se imagina ejecutando la secuencia de actos motores manuales

(c) Sujeto 1 asocia secuencia motora con boca, lengua y laringe a
secuencia motora manual imaginada, produciendo secuencia de ruidos.

(d) Sujeto 2 escucha la secuencia de ruidos producidos por Sujeto 1,
generando en Sujeto 2 una secuencia de activaciones en neuronas
espejo motoras bucales

(e) Sujeto 2 asocia a secuencia espejo motor bucal la correspondiente
secuencia motora manual, comprendiendo lo que Sujeto 1 imagind.
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Monstruos simbolicos

Hasta aqui, de todo lo que hemos revisado, pareciera que lo que aprendemos
son acciones y conceptos motores y perceptuales, y marcas que denotan algunas
de esas acciones. Todo esto es muy natural y parece facil para el cerebro. Enton-
ces, si la matematica estd basada en ese tipo de acciones no deberia costarnos
tanto. Deberia ser relativamente facil, tal como lo es aprender a contar hasta tres,
aprender a caminar, aprender a partir nueces con una piedra, o aprender a hablar.
No deberiamos necesitar profesores ni ir a la escuela. Entonces, /donde reside la
dificultad que se observa en el aprendizaje y uso de los conceptos tipicos de la
matematica de la escuela? Para responder a esta pregunta pasemos a un fenémeno
completamente diferente: la escritura.

Una vez que la facultad de marcar o nombrar se efectia con marcas externas
no bioldgicas, tales como rayas en huesos o marcas en sobres de arcilla (que seria
segun Denise Schmandt-Besserat el origen del conteo abstracto y la escritura), se
genera un fendmeno completamente nuevo y enormemente mas poderoso. Por una
parte, el mismo sujeto puede almacenar cadenas mucho mas largas de acciones y
marcas, que dia a dia puede revisar y volver a reutilizar y mezclar, generando asi
mas cadenas y cada una de mayor longitud. Por otra parte, otros sujetos pueden
obtener las cadenas generadas y a su vez revisarlas, mezclarlas, y recombinarlas
no soélo utilizando las recibidas sino que agregando las suyas y de terceros. Es
decir se genera una enorme maquinaria de generacion de secuencias de marcas.

Elnuimero y grado de sofisticacion de secuencias construidas colectivamente,
logra generar estrategias y conceptos de un grado de sofisticacion y abstraccion
mucho mas alla de lo que el cerebro promedio por si so6lo aguanta y entiende. El
cerebro no esta evolucionariamente adaptado para comprender estas super com-
plejas, indirectas y recursivas secuencias de marcas, y entonces facilmente pierde
el significado de lo que esta haciendo. Y atin cuando muchos conceptos y secuen-
cias de marcas se redefinen generado otros conceptos y secuencias aparentemente
mas cortas, se generan objetos abstractos de significacion muy indirecta. Uno de
los primeros en estudiar este fendmeno fue el filésofo Marshall McLuhan, quien
mostro6 el enorme impacto de la escritura en la poesia y la narrativa, que “desde
aquel mundo magico y resonante de relaciones simultaneas que es el espacio oral
y acustico” llevaria al hombre a una mayor libertad e independencia pero también
a grandes traumas y angustias, llegando incluso a la esquizofrenia.

Pero en la medida que el cerebro pierde comprension de lo que realmente sig-
nifican las secuencias de marcas que crecientemente maneja, automaticamente se
activan rapidamente otros procesos que aumentan todavia mas la posibilidad de
pérdida de significacion. Paralelamente se activan algoritmos cerebrales que bus-
can y encuentran patrones (la mayoria superficiales y fortuitos) que cohabitan en
esas largas secuencias. Esto genera un proceso en el cual el cerebro empieza a uti-
lizar y mezclar esos patrones sin necesariamente verificar su significacién ni el
hecho que sean validos o correctos. Al poco tiempo de usarlos, los asimila superfi-
cialmente y asi los repite. Estos procesos paralelos de deteccion y asimilacion de
patrones se activan con mayor frecuencia en la medida que al cerebro se lo esté
estimulando y forzando a enfrentar ese tipo de situaciones y cadenas de acciones.
Finalmente, luego de terminada la vida escolar y al no enfrentarse mas a proble-
mas académicos, el cerebro rapidamente los olvida. Después de un tiempo sélo
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Figura 12 (a) Un primer sujeto tiene una idea y activa areas visuales y motoras

(b) Asocia una secuencia de actos motores manuales para producir
marcas externas en documento

(c) Otro sujeto lee las marcas del documento y se le activan areas
visuales

(d) Se activan areas motoras y neuronas espejo que generan una
experiencia similar a la del sujeto anterior

(e) En otro momento activa las mismas areas y recombina secuencias
creando una nueva idea

(f) En otro momento activa nuevamente las areas visuales y motoras,
y asocia las areas motoras para agregar nuevas marcas externas
al documento.

(g) Luego de que varios sujetos agregan y perfeccionan las marcas en
el documento se empieza a producir uno mucho mas sofisticado.

quedan en memoria algunos fragmentos parciales y la sensaciéon de completa inu-
tilidad. En las palabras del matematico ruso A. D. Alexandrov: “Estas abstraccio-
nes, apoyadas unas a otras, han alcanzado tal grado de generalizacién que pierden
aparentemente toda conexion con la vida diaria y el hombre medio no entiende
nada de ellas salvo el simple hecho de que todo es incomprensible”.
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La escritura y el lenguaje matematico escrito son una poderosa maquinaria de
generacion de conocimientos. Nos permiten refinar procedimientos, combinarlos
y generar nuevos conocimientos utilizando los anteriores, nombrarlos y asociarlos
con otros. Todo esto lo hace de una manera mucho mas potente que si lo hiciera
una sola persona y so6lo utilizando su propia memoria bioldgica (que es muy varia-
ble y poco confiable). Si ademas ahora agregamos el computador, entonces la
generacion de nuevas secuencias se dispara a otros niveles de sofisticacion,
creando mas y potentes monstruos, cada vez mas alejados y ajenos a los procedi-
mientos y estrategias naturales al cerebro.

(Qué podemos hacer entonces para asimilar mas facilmente esos monstruos
que en la ciencia las comunidades de cientificos han estado constantemente por
siglos construyendo? Una estrategia es ocupar mas tiempo intentando entender
para qué se construyen, cual es la motivacion, cudles son las componentes senso-
riales motores que podrian estar subyacentes a esos conceptos, los eventuales
movimientos de objetos concretos que podrian estar involucrados, repetir las
acciones manuales y corporales primitivas que dieron lugar a esas abstracciones, y
establecer multiples conexiones con diversas representaciones antes de pasar al
vocabulario mas abstracto.

Tomemos el ejemplo de ensefiar a leer. El aprendizaje del sistema fonético,
donde los simbolos por si solos no significan nada, requiere un montén de practica
durante varios meses antes de poder comenzar a establecer las primeras ligazones
y poder leer las primeras palabras. Sin embargo, si el sujeto no practica, rapida-
mente olvida lo aprendido. Esto sucedia con mayor frecuencia cincuenta o cien
aflos atras, dado que en la sociedad agricola de esa época no existian letreros ni
nada que el campesino tuviera que obligatoriamente leer. No existia la necesidad
de estar constantemente practicando la lectura ni la escritura. Muchos usaban lo
aprendido so6lo para firmar su contrato de matrimonio. Para lograr darle un signifi-
cado a los dibujos simbolicos que representan las letras y aprender a leer, una acti-
vidad posible es ensefiar primero a deletrear, es decir, a segmentar a viva voz pala-
bras simples. Este ejercicio no es totalmente ajeno a la mente y puede constituirse
en un juego entretenido para el preescolar (sobre todo si se realiza en forma de
canciones). Una vez dominado el juego de segmentacion, puede seguirse con la
lectura letra por letra de palabras simples y haciendo énfasis en escucharse a uno
mismo con el objeto de lograr una verdadera compresion y dibujar, por ejemplo,
una linea que asocie la palabra con el dibujo del objeto aludido. Esta es una estra-
tegia que al menos en castellano resulta factible y que ilustra como aprovechar
acciones mas naturales al cerebro para que lenta y cuidadosamente el estudiante se
enfrente y asimile conceptos y secuencias mas abstractas.

Con los numeros la situacion es parecida. Para un nifio preescolar aprender a
contar mas alla 3 o 4 no es algo innato y requiere memorizar una larga lista de
nombres. Es como si usted tuviera que memorizar una lista de 100 nombres en
chino o en zulu. El cerebro esta disefiado por seleccidn natural para contar hasta 4
y memorizar zonas geograficas, lugares de caceria, animales y algunos nombres
de personas. Pero una lista de 100 o mas nombres abstractos, que son dificiles de
asociarlos a algo concreto, no es algo muy natural. Sélo después de mucha repeti-
cion, lentamente el estudiante comienza a descubrir cierto grado de composiciona-
lidad, lo cual facilita la memorizacién. Con los nimeros y luego con el sistema
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posicional, s6lo la constante practica en el intercambio social de bienes previene
su abandono. Aparentemente la constancia de uso y repeticion de otras areas de las
matematicas basicas no es suficientemente alta, y asi seria como lo poco de por-
centajes y fracciones que se aprende, se termina olvidando a los pocos meses o
aflos de dejar la escuela.

Estos hallazgos tienen importantes implicaciones didacticas. El esfuerzo de
disefio pedagdgico deberia priorizar la busqueda de estrategias para reinterpretar
las secuencias de procedimientos y acciones en un formato natural a la mente.
Reescribir las ideas en formas ecoldgicamente validas, y explorar estrategias de
pasar desde esas formas a las mas abstractas y potentes. En otras palabras, la estra-
tegia didactica es buscar caminos accesibles desde los cuales sea siempre facil ver
las conexiones originales con lo concreto.

Reinterpretacién de los siete problemas

Con estos nuevos antecedentes podemos ahora reexaminar los siete proble-
mas propuestos. Ya hemos revisado el origen de la ilusiéon que se produce en el
problema geométrico de las dos mesas. El fenomeno se debe a que el sistema
visual es enfrentado a una situacion limite, que no se da en las condiciones tipicas
y recurrentes para lo cual los algoritmos visuales fueron disefiados por seleccion
natural. Por esa razén no funcionan bien y nos engafian. Los algoritmos visuales
procesan imagenes bidimensionales producidas en la retina y generan interpreta-
ciones tridimensionales usando una serie de pistas claves. Dado que hay muchas
posibilidades de objetos en tres dimensiones que producen una misma imagen
bidimensional, el problema es complicado, con multiples soluciones, y los algorit-
mos visuales deben escoger una de las soluciones posibles. Para efectuar la selec-
cion mas apropiada, los algoritmos visuales se basan en varias pistas. Pero estas
pistas no son cien por ciento infalibles. Ellas sirven en las condiciones tipicas de la
vida cazadora recolectora. Por ejemplo, el sistema visual asume que siempre la luz
llega desde arriba, y es asi que en la figura siguiente todos los objetos se interpre-
tan como huecos salvo el objeto del medio de arriba que se interpreta como una
pelota.

Figura 13: Pelotas versus huecos.

Sin embargo, si usted da vuelta la pagina pies para arriba ahora todos los obje-
tos pasan a ser pelotas salvo la excepcion que ahora parece un hueco. Es decir, la
pista “la luz llega desde arriba” una vez interpreta una imagen bidimensional
como pelota y otra vez como hueco, pues al dar vuelta la pagina lo que se consi-
dera arriba cambia y es lo que antes era abajo. Esta pista es una buena pista en
situaciones tipicas que nuestros antecesores cazadores recolectores encontraron
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por miles de generaciones. Pero esta pista falla en casos extremos, produciendo
ilusiones. Este efecto es muy utilizado en iluminacién, donde al colocar luces que
alumbran desde abajo hacia arriba, se logra dar la sensacion de estar en un mundo
artificial e irreal.

El efecto de las mesas, disefiado por el psicologo Roger Shepard, muestra
como esos algoritmos interpretan la perspectiva. Si uno tapa las patas y bordes de
las mesas, magicamente las superficies parecen mucho mas similares. Es decir, la
pista de las patas y bordes nos hace reconstruir mesas colocadas en cierta perspec-
tiva en tres dimensiones. Ademas el borde mas grueso afecta a toda la mesa
haciendo ver la superficie todavia més ancha. Roger Shepard ha demostrado, en
una serie de experimentos de comparacion de figuras, que el cerebro las rota men-
talmente, con tiempos proporcionales al angulo de rotacion. Sin embargo, esa
secuencia de actos mentales compite con la que genera la perspectiva, y no logra
ganar en el caso que las mesas estén con patas y bordes.

Figura 14a: Figura 14b:
Las mismas dos mesas Las mismas dos mesas
pero sin patas pero sin patas ni bordes

En definitiva, el cerebro no puede dejar de activar inconscientemente algorit-
mos que utilizan esas pistas y a pesar de que después de medir nos convencemos
que las superficies son iguales, aun asi no podemos hacer que el cerebro inhiba
esos algoritmos, y entonces, y muy a pesar nuestro, esos algoritmos paralelamente
estaran compitiendo con la interpretacion 1ogica.

Veamos ahora el segundo problema. Este problema resulta de nuestra dificul-
tad de manejar conectivos 1dgicos, en particular de la implicacién (el Si ... enton-
ces ...). Segun el psicélogo Philip Johnson-Laird, especialista en la psicologia del
razonamiento ldgico y autor de esta interesante “ilusion ldgica”, nuestros algorit-
mos cerebrales son muy distintos al algoritmo que la vision tradicional de la mate-
matica implicitamente postula. El cerebro no usaria la definicion exacta de los
conectivos, ni aplicaria un algoritmo basado en una tabla de verdad. Mas bien los
algoritmos de razonamiento se basan en crear modelos concretos. Es decir, las
cadenas de marcas que conforman las proposiciones activan mas intensamente
imagenes de modelos concretos y secuencias de actos a operar sobre ellos, que
secuencias de actos que lleven a acceder a tablas de verdad y a su utilizacion para
resolver el problema. Con este tipo de algoritmos Johnson-Laird obtiene patrones
de errores y de tiempos de respuesta similares a los medidos en pruebas de labora-
torio. En nuestro problema, la proposicion
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Si tengo una mano cerrada entonces tengo una moneda

seria manejada en memoria activando el modelo o caso siguiente

Mano cerrada  tengo moneda
Por otra parte, la proposicién

Si tengo una mano abierta entonces tengo una moneda

seria manejada con el siguiente modelo o situacion concreta

Mano abierta  tengo moneda

Por lo tanto, si sélo una de las dos proposiciones es verdadera, entonces s6lo
uno de los dos modelos es verdadero, pero como en ambos esta el hecho tengo
moneda, entonces concluimos automaticamente que se tiene una moneda. El que
una proposicion sea cierta y la otra no se deberia a la componente mano abierta /
mano cerrada. Es decir, de alguna forma el conectivo “implicacion” el cerebro lo
trata como el conectivo “y”.

Sin embargo, modelos mas de acuerdo con la definiciéon de la implicacion
serian para la primera proposicion uno dado por las tres situaciones siguientes:

Mano cerrada  tengo moneda
Mano abierta  tengo moneda
Mano abierta no tengo moneda

Y para la segunda proposicidn, estas otras tres situaciones

Mano abierta  tengo moneda
Mano cerrada  tengo moneda
Mano cerrada no tengo moneda

Usando estos dos pares de tres situaciones, si s6lo uno de los pares es verda-
dero y el otro no, entonces como

Mano cerrada  tengo moneda
Mano abierta  tengo moneda

estan repetidos en ambos pares, entonces no pueden ser ciertos, y los unicos pares
que pueden ser verdaderos son los no repetidos:

Mano abierta no tengo moneda
Mano cerrada  no tengo moneda

Pero en ambos casos no fengo moneda esta presente, luego esa seria la con-
clusion correcta. La pregunta entonces es, (si en realidad el algoritmo que incons-
cientemente usamos fabrica modelos concretos y sobre ellos procesa la informa-
cion, entonces porqué genera modelos incompletos para la implicacion? jPorqué
solo activa en memoria s6lo un caso y no los tres que corresponden? Segtin John-
son-Laird, el grado de dificultad y los errores logicos que cometemos en deduccio-
nes logicas con una proposicion tienen que ver con el nimero de modelos que se
requiere para traducir esa proposicion. En el caso examinado, el conectivo “impli-
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cacién” requiere tres modelos, pero tendemos a usar sélo uno. Esto explicaria ade-
mas hechos experimentales como que el conectivo ldgico “y” es mucho mas facil
que el conectivo “0” y que la “implicacion”.

Veamos ahora la secuencia de tres problemas equivalentes de probabilidades.
La sicologa evolucionaria Leda Cosmides y el antropologo John Tooby, que han
estudiado diferentes mecanismos de razonamiento y su origen evolucionario, atri-
buyen la dificultad a lo que denominan “individuacién”. Los animales y humanos
estariamos hechos para contar objetos completos, pero no aspectos inseparables
de objetos. Somos pésimos para segmentar el mundo en forma no natural. Asi, la
capacidad de contar no seria una capacidad general, sino que es especifica. La
arquitectura cognitiva de una especie puede no tener la maquinaria para contar
algunas cosas, pero si para contar otras, o para contar bajo unas condiciones pero
no en otras. Hay animales que pueden contar ciertas frutas, pero no arboles u otros
animales, otros que pueden contar ciertos objetos en ciertas horas de la mafiana,
pero no en otra hora del dia o en la noche. Es decir, el conteo es un mecanismo que
depende del contenido especifico y la situacion especifica. Es mas facil contar dul-
ces o bloques (son objetos completos) que lados de una carta. Uno tiende a contar
la carta completa, y de ahi la confusién. Segun Brasse, Cosmides y Tooby, “El
acto clave de intuicion para resolver estos problemas es aprehender qué aspectos
del mundo necesitan ser individuados y contados”.

En conclusion, nuestra habilidad de contar no es un algoritmo general.
Depende criticamente de la naturaleza especifica de lo que se cuenta y del con-
texto. S6lo somos buenos para contar objetos completos, que se mueven como una
unidad, independiente de otras superficies. En otros objetos o en otras condicio-
nes, otras caracteristicas mas salientes o naturales son seleccionadas y “contadas”.
Esta capacidad de individualizar objetos fisicos concretos es parte de un mddulo
cerebral denominado Teoria de Cuerpos, y que se observa ya en la fisica innata
que poseen los recién nacidos. Si bien es cierto que ya al nacer podemos distinguir
espontaneamente no solo entre uno, dos o tres objetos, sino que también entre uno,
dos o tres sonidos o acciones, el verdadero conteo que inicialmente es un mapeo
secuenciado entre objetos y dedos, comienza recién a los dos afios de edad y se
completa cerca de los seis. Para los nifios, ese conteo es mucho mas facil hacerlo
con objetos fisicos que pueden agarrar y mover con sus manos, que con sonidos,
acciones u objetos mas abstractos. Es decir, nuestros algoritmos de individuacion
y conteo, que tienen un origen perceptual, motor y manual, no sélo tienen grandes
implicaciones para el aprendizaje de la aritmética sino que también de matemati-
cas mas avanzadas tal como las probabilidades.

Veamos ahora porqué es facil entender el concepto de raiz cuadrada cuando
se realiza con dulces. Primero, imitar acciones y secuencias de actos manuales es
muy natural. Hemos visto que todo el sistema de neuronas espejo nos ayuda justa-
mente a hacer automaticamente ese tipo de tareas. Y no s6lo nos ayuda a repetir las
secuencias de acciones sino que también a entender su significado, a entender la
intencidén que hay detras de la secuencia de movimientos. De esta forma, poste-
riormente el estudiante puede generalizar y hacer el mismo tipo de acciones con
otros numeros. Luego puede comenzar a simular mentalmente esas secuencias,
llegando a hacer todo sin las manos y a conectar las secuencias mentales con
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secuencias de marcas y operaciones en papel, y asi llegar a dominar el concepto
de raiz cuadrada.

Lo mismo sucede con el problema de la ecuacion. La nocion de incégnita o
variable es resbaladiza para mucha gente. Pero magicamente, si mostramos ese
concepto en forma concreta, tal como con cajas, desaparecen muchas dificultades
conceptuales y operacionales. El cerebro esta preparado para manipular objetos, y
por lo tanto, le es trivial realizar secuencias de acciones manuales con cajas y dul-
ces. El desafio es entonces como pasar al mundo abstracto del algebra. Mi expe-
riencia es que con un plan cuidadoso de transferencia y donde se lleve por un
periodo intermedio tanto la representacion concreta con manejo manual y la repre-
sentacion abstracta con manejo simbolico, y se haga ver la correspondencia entre
una y otra, entonces se puede lograr que muchos mas estudiantes comprendan el
algebra. Comienzan simulando mentalmente las operaciones manuales, y luego
escribiendo las operaciones simbolicas correspondientes, a la manera de marcas
ayuda memoria de las acciones manuales. Este proceso llega a un punto en que el
estudiante se familiariza con la notacién y reglas simbolicas, pero siempre mante-
niendo activa su significacion manual. Esta comprension se traduce que al final
nifios mas pequefios pueden llegar a resolver mentalmente problemas de ecuacio-
nes planteados en forma simbolica. Un observador externo que no conozca la
estrategia de enseflanza utilizada, no distinguiria a primera vista el mecanismo de
solucion del que usa un estudiante que recibio una educacion tradicional. La dife-
rencia, sin embargo es enorme: a mucho menor edad los estudiantes logran un
buen dominio del algebra escolar, aumenta el porcentaje que responde correcta-
mente, crece la capacidad de resolver problemas mentalmente, disminuyen los
tiempos de respuesta y los estudiantes manifiestan un mayor entendimiento. Mas
detalles para la ensefianza de ecuaciones lineales asi como de segundo grado pue-
den encontrarse en el libro “Inteligencia Matematica”.

Revisemos ahora el problema seis. La nocion de sistema dindmico acarrea
una gran paradoja. Por una parte, se ensefia con el lenguaje tipico de ecuaciones
diferenciales en cursos de universitarios de matematicas y fisica sélo para estu-
diantes de ingenieria o matematicas o fisica, y normalmente es considerada una
materia dificil. Incluso hay temas muy importantes y claves para la aplicacion
efectiva de los sistemas dinamicos en el modelamiento de procesos fisicos y tec-
noldgicos como las nociones de estado y observabilidad que atin en esos cursos no
se enseflan. En otras areas de la ciencia, tal como en psicologia, el desconoci-
miento de estos conceptos ha marcado parte importante de la lucha entre diferen-
tes escuelas. Por ejemplo, entre el conductismo y la psicologia cognitiva. Aparen-
temente, ésta seria una materia muy compleja y dificil de asimilar. Por otra parte,
la idea de un sistema que cambia su comportamiento en el tiempo y que ese cam-
bio se debe a ciertas reglas, es muy comun y facil de entender. Mucha gente lo usa
para explicar cambios en la economia, en el comportamiento del cuerpo frente a
enfermedades y remedios, etc. Incluso la nocion de estado es natural. Por ejemplo,
psicologos, neurocientistas y gente comuin y corriente conciben facilmente que no
todo es respuesta frente a estimulos, sino que casi siempre es mas importante la
actividad auténoma del cerebro, todo el conjunto de procesos internos que siem-
pre estan ocurriendo. En definitiva, la nocion de sistema dinamico y de estado
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parece no ser ajena a nuestra manera natural de procesar la informacién del
mundo. ;Como se explica entonces esta aparente paradoja?

Nuevamente, el problema reside en la falta de compresion del lenguaje mate-
matico. El enorme poder de la escritura matematica, significa una capacidad de
sintesis extraordinaria para describir reglas que generan comportamientos bien
precisos. Pero, el formato simbolico en que se escriben esas reglas no es natural al
cerebro. Sin embargo, si se comienza con material concreto y una estrategia cuida-
dosa para ir progresivamente reescribiendo las reglas en el leguaje matematico, se
puede entonces lograr un grado de compresion mucho mayor. El material concreto
ideal para este tipo de problemas son los juegos de tablero tal como el ajedrez.

Segun John Holland, padre de los algoritmos genéticos, los juegos de tablero
son uno de los pilares basicos de la matematica, tanto o mas que los nimeros.
Estan normalmente descritos en un formato espacial y con reglas simples. Las
reglas tipicamente describen movimientos de piezas sobre la base de informacion
espacial local y estan especificadas para que esos movimientos sean ejecutados
con las manos, agarrando y trasladando piezas. Es decir, componentes perceptua-
les motores y secuencias de acciones manuales constituyen el formato basico de
estos juegos. Este formato es natural al cerebro, y asi es como juegos como las
damas y el ajedrez rapidamente son comprendidos por todo el mundo. Basta con
mirar jugar a otros. En mi experiencia, con estos juegos es posible explicar hasta la
nocion de estado a preescolares. Por ejemplo, si el mundo bidimiensional contiene
una pelota en vez de una bacteria y en lugar de comida los nimeros significan altu-
ras de colinas, entonces el movimiento al casillero siguiente también involucra el
“vuelo” (la velocidad) que lleva. Es decir, con sélo especificar la posicion actual
no basta para saber la posicion en el instante siguiente. Este punto es critico, y es lo
que separa la fisica aristotélica (en la que sin fuerza no hay movimiento) de la de
Galileo, que incluye la inercia. Ahora el estado es la posicion y la velocidad. Con
ellos dos basta para tener la posicion y velocidad en el instante siguiente.

La figura siguiente muestra una actividad de modelamiento que involucra un
sistema dinamico estocastico, jugado y disefiado por preescolares.

Figura 15: Juego tipo tablero
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La imagen corresponde a un juego de tablero, parecido al ludo, en el que hay
un castillo rodeado por un pozo y en el cual hay tres torres tras varias murallas pro-
tectoras. Cada jugador tiene tres guerreros que corresponden a tres fichas que
comienzan desde un punto de partida en una esquina. Al lanzar el dado, el jugador
obtiene la cantidad total de lugares a avanzar entre sus tres guerreros. En la cima
de cada torre hay una ficha blanca que corresponde a la princesa a rescatar, o a la
bruja, o a un maleficio. No se sabe a quién corresponde la ficha hasta que un gue-
rrero llega a esa posicion y da vuelta la ficha. Gana el que primero rescata a la prin-
cesay la saca del castillo. Es importante hacer notar que, tal como lo advierten los
psicologos evolucionarios Martin Daly y Margo Wilson, para un nifio preescolar
el hecho de estar alejado de su madre es una cuestion critica para su supervivencia,
por lo que un problema de este tipo le es muy significativo.

Este juego ha sido fabricado en cartulina a partir de uno dibujado primero en
un pizarron y en el cual se preacuerdan algunas reglas. Representa la culminacion
de varios juegos de creciente complejidad que los estudiantes han ido disefiando y
jugando. Lo interesante es que no sélo los nifios lo encuentran entretenido, sino
que aprenden a respetar sus reglas y a elaborar estrategias. El hecho que una sim-
ple ficha pueda representar a una linda princesa no es ninguna dificultad para pre-
escolares, asi como tampoco lo es las componentes aleatorias del juego. Pero, por
sobre todo, lo mds interesante es el fendmeno de metacognicion. Los estudiantes
desarrollan la nocidn de ir progresivamente sofisticando el juego de manera que se
parezca cada vez mas a una situacion real. Los preescolares comprenden que el
juego es un “modelo” de la realidad, es decir, que es de “mentira”, y que ellos mis-
mos lo pueden ir modificando para hacerlo cada vez mas real.

Finalmente, en el problema con cuantificadores logicos sucede algo similar.
Los cuantificadores son utilizados normalmente en el lenguaje comtn y corriente,
y muy particularmente para establecer propiedades o describir situaciones que
involucran clases de objetos concretos similares. La dificultad clasica en el uso de
dos cuantificadores y en distinguir la importancia del orden en que se usen, parece
desaparecer cuando se trata de describir objetos concretos. En este caso el modelo
de Johnson-Laird seria el mismo dibujo propuesto, y sobre él al cerebro le es natu-
ral determinar la veracidad de cada una de las propiedades espaciales que repre-
sentan las diferentes proposiciones. Segun George Lackoff y Rafael Nuiiez, la
capacidad de manejar esquemas con contenedores, y cosas y contenedores dentro
de contenedores, esta fundada en el sistema perceptual motor del cerebro, y es esta
capacidad la que estaria en parte detras de la logica simbdlica. Es interesante
observar que preescolares no sélo pueden manejar cuantificadores sobre una lista
finita de objetos si no que también lo pueden hacer sobre listas o conjuntos no fini-
tos. Utilizando una sugerencia del filosofo Ludwig Wittgenstein en la que propone
visualizar un alambre helicoidal infinito como una maquina para hacer resortes en
espiral en lugar de un alambre helicoidal muy largo, el siguiente problema fue pre-
sentado a preescolares y resuelto satisfactoriamente:

La maquina azul echa 2 pelotas azules en cada caja, pero a veces falla y
echa menos.

La maquina blanca echa una pelota blanca en cada caja, pero a veces
falla y echa menos.
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Figura 16: Maquinas fabricadoras de pelotas y correa transportadora.

Entonces, jes cierto o no?

Todas las cajas que han pasado por la correa quedan con menos de 4
pelotas

Si existen cajas con solo 2 pelotas azules entonces la mdquina blanca ha
fallado

Hay cajas que quedan con lo mismo que otras

La revision de estos siete problemas ilustra parte de la gran cantidad de algo-
ritmos que nuestro cerebro utiliza al enfrentarse con problemas matematicos. Esta
es una gran diferencia respecto a lo que pasa con el lenguaje escrito, pues una vez
que logramos establecer la asociacion entre las secuencias motoras de laringe, len-
gua y boca con las respectivas marcas externas no bioldgicas, practicamente esta
resuelto el problema de lectura. Sin duda que también se establecen otras conexio-
nes, pero son sélo conexiones con secuencias naturales al cerebro, tales como
situaciones de intercambio social, competencia entre grupos, cortejo, etc. Si ade-
mas agregamos las asociaciones con secuencias de actos manuales para escribir
esas marcas, entonces también resolvemos el problema de la escritura. Lograr
estas asociaciones toman afios, y, por supuesto hay diferentes grados de compren-
sion, pero en la medida que se siga practicando, las habilidades de lectura y escri-
tura basica no se pierden jamas. Sin embargo, en el caso de las matematicas la
situacion es muy diferente. No solo es un lenguaje escrito donde es necesario esta-
blecer las asociaciones entre actos y secuencias motoras con marcas externas tal
como las asociaciones con la escritura basada en el alfabeto fonético, si no que
también es necesario utilizar una gran variedad de otros algoritmos que estaban
disefiados para otras funciones. Es necesario también establecer una gran cantidad
de diferentes asociaciones entre secuencias de actos motores y perceptuales de
diferente naturaleza, y con asociaciones mucho mas indirectas. Esta enorme varie-
dad de algoritmos y asociaciones hace que el lenguaje matematico nos cueste
mucho mas, y que el estudiante facilmente sienta que lo que hace es meramente un
manejo sintactico sin lograr comprender su verdadera significacion.

Hasta aqui hemos visto la importancia de conocer algunos de los diferentes
algoritmos cerebrales que consciente o inconscientemente utilizamos al enfrentar-

35



nos con problemas matematicos. Ellos nos dan una pista del porqué unos proble-
mas nos son muy dificiles y otros muy faciles. Sin embargo, hasta este momento
hemos descrito esos algoritmos y la resolucion de los problemas matematicos de
una manera todavia muy general y vaga. En lo que sigue examinamos una activi-
dad especifica y damos un detalle mucho mayor de los posibles algoritmos en
juego.

Simuladores del aprendizaje y del descubrimiento

A continuacion especificaremos un modelo que pretende emular una serie de
procesos cognitivos que se producen al aprender una tarea especifica en aritmé-
tica. El objetivo es ilustrar en detalle como las ideas anteriores nos ayudan a com-
prender los mecanismos del aprendizaje en una actividad bien definida y concreta
de aprendizaje matematico. El desafio tiene dos partes: por una parte esta la des-
cripcion de un modelo que especifique con la mayor precision posible los supues-
tos mecanismos cognitivos utilizados asi como la dinamica que los pone en juego
para efectuar la tarea, y, por otra parte, esta la comparacion de las predicciones del
modelo con mediciones experimentales en estudiantes reales.

Esta seccion pondra a prueba nuestras teorias de como el cerebro aprende y
hace matematicas. Solo para citar un ejemplo que muestra la dificultad del desa-
fio, imaginemos que queremos construir un modelo y simulador de como un nifio
compara dos numeros enteros y decide cual es mayor. La vision tradicional es que
una vez leido los dos enteros el estudiante selecciona y activa una regla como la
siguiente: resta los numeros y si la diferencia es positiva entonces el primer
niimero es mayor, si la diferencia es cero entonces ambos nimeros son iguales, y
si la diferencia es negativa entonces el segundo niimero es mayor. Sin embargo, al
contrastar con datos experimentales surge una primera dificultad con los tiempos
de respuesta y porcentajes de errores, pues se ha visto que el tiempo de respuesta
aumenta significativamente en la medida que los niimeros se parecen. Por ejem-
plo, Stanislas Dehaene midi6 los tiempos de respuesta de estudiantes brillantes de
los dos mejores centros universitarios franceses, la Escuela Politécnica y la
Escuela Normal Superior, y encontrd, para nimeros entre 1 y 9, tiempos de res-
puesta y porcentajes de errores significativamente superiores al comparar nume-
ros cercanos que numeros lejanos. Este importante efecto no lo reproduce el
modelo de la regla, pues esta regla predice los mismos tiempos de respuesta para
cualquier par de numeros. Lo mismo sucede en otras tareas tal como sumar dos
numeros. La evidencia experimental es que el tiempo de respuesta para hacer 1+1
es mucho menor que para hacer 4+5. Asi, si s6lo consideramos reproducir una
simple suma con sus tiempos de respuestas, es ya un desafio no trivial. Si ademas
agregamos otros comportamientos que pueden observarse en los estudiantes, tal
como el movimiento de dedos a medida que van sumando, podemos entonces
empezar a darnos cuenta de la verdadera dimension del desafio de modelar y
simular estas aparentemente simples actividades aritméticas. Pero encarar este
desafio es muy importante, pues sélo con la comprension en detalle de los meca-
nismos cognitivos podemos luego disefar actividades que permitan ayudar a los
estudiantes a mejorar la comprension de las matematicas.
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Descripcion de la tarea

La tarea que intentaremos entender y para la cual propondremos un modelo y
un correspondiente simulador fue disefiada, ejecutada experimentalmente y luego
analizada por el profesor Robert Siegler de la Universidad Carnegie Mellon y Els-
beth Stern, investigadora del Instituto Max Planck. La tarea es resolver problemas
del siguiente tipo: “22+9-9" 0 22+12-8". Es decir, son siempre tres niimeros en
los cuales los dos primeros se suman y el tercero se resta, y donde siempre el
segundo numero es mayor o igual que el tercero. A dieciocho nifias y trece nifios
de segundo grado de un centro escolar de Munich, Alemania, con edades en pro-
medio de poco menos de nueve afos, se les presentaron varios problemas del tipo
anterior durante ocho sesiones repartidas a través de cuatro semanas. Ocho de
estos estudiantes utilizaron la estrategia mas avanzada en al menos un ensayo de
pretesteo, por lo cual no participaron en el estudio. En cada una de las siete prime-
ras sesiones se presentd 20 problemas a cada estudiante, todos descritos en una
tarjeta de 10x20 centimetros y que ellos debian leer y resolver mentalmente. Los
problemas eran de dos tipos: aquellos en los que el segundo y tercer término son
iguales (por ejemplo, “18+9-9") y que llamaremos problemas inversos, y aquellos
en los que esos dos términos son distintos (por ejemplo, ”18+13-7") y que llamare-
mos problemas estandar. La experiencia no consideraba ninguna actividad de tra-
bajo cooperativo, presentandoseles los problemas por separado, y se cuidé de que
no hubiera difusioén de informacidn entre los estudiantes.

Los nifios se asignaron aleatoriamente a dos grupos. El grupo mixto y el
grupo bloqueado. En el grupo mixto, en todas las primeras siete sesiones, a los
estudiantes se les presentd una mezcla de diez problemas estandar y diez proble-
mas inversos. En cambio, en el grupo bloqueado en las sesiones dos, tres, cuatro y
seis se les presentaron s6lo problemas inversos. En el resto de las sesiones se les
present6 una mezcla de problemas similar a la del grupo mixto.

A cada estudiante y para cada ensayo se le registré el tiempo de ejecucidn, la
precision de la respuesta, y la explicacion que el estudiante entregaba justo des-
pués de haber entregado la respuesta. Siegler y Stern clasificaron las estrategias
utilizadas por los estudiantes en cinco tipos. La estrategia “Computacion” que era
la de sumar los dos primeros nimeros y luego restar el tercero de la suma. Esta
corresponde a una estrategia basica, que normalmente toma como 12 segundos,
pero en el caso de un problema inverso es poco inteligente. Otra estrategia es la
que llamaron “Atajo”. En el caso de un problema inverso, esta estrategia corres-
ponde a dar como respuesta el primer nimero. Los tiempos de respuesta son cer-
canos a los tres segundos, y la explicacion que el estudiante entrega es que el
segundo y tercer nimero se anulan. Otra estrategia es “Atajo Inconsciente” que es
similar a la estrategia “Atajo” pero donde el estudiante no es capaz de dar una
explicacion. Finalmente, segun Siegler y Stern estd la estrategia que llaman
“Negacion” en la que en un problema inverso se suman los dos primeros nimeros,
luego se interrumpe y se entrega como solucion el primer numero, y la estrategia
“Atajo computacional” que es similar a la de Negacion pero en la que la interrup-
cion se realiza cuando se esta haciendo la suma de los dos primeros numeros, antes
de terminar. En estas dos ultimas estrategias la explicacion entregada es adecuada
y los tiempos de respuesta son cercanos a 10 segundos.
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En la octava sesion a ambos grupos se les presentaron 48 problemas, ocho de

cada uno de los siguientes seis tipos: atb-b, a-b+b, at+b-a, a-b-b, at+b+b, y a-b+a.
La idea era ver si podian generalizar las estrategias utilizadas en las primeras siete
sesiones y si cometian equivocaciones.

Principales comportamientos observados

Los principales hallazgos en el comportamiento de los estudiantes que encon-

traron Siegler y Stern y que el modelo debe intentar reproducir son los siguientes:

Cada estudiante usé varias estrategias, y atn cuando los estudiantes comet-
ieron muy pocos errores sin embargo fueron mejorando sus tiempos de re-
spuesta.

Durante las primeras siete sesiones se observa una tendencia bien definida, en
la cual en la primera sesion los estudiantes utilizan principalmente la estrategia
“Computacion”, y aun cuando hay bastante variabilidad entre individuos, s6lo
dos patrones emergen en el resto de las sesiones. Uno es el patrén del grupo
mixto y el otro es el patrén del grupo bloqueado.

En ambos patrones, la estrategia “Atajo” es crecientemente utilizada después
de descubierta. Ademas es descubierta mucho antes y mucho mas utilizada en
el grupo bloqueado que en el grupo mixto. Sin embargo, hay una caida tran-
siente de su uso en las sesiones quinta y séptima.

En cada sesion la distribucion de frecuencia de uso de las estrategias sigue un
patrdn tipo “ondas sobrepuestas”, y en la que la frecuencia de uso de la estrate-
gia “Computacion” es alta al principio pero va decayendo a medida que avanza
la sesion.

El patrén tipico de descubrimiento es el siguiente: “Computacion”, luego “Ne-
gacion”, luego “Atajo Inconsciente”, y posteriormente “Atajo”, y donde la es-
trategia “Atajo Computacional” es a veces descubierta antes del “Atajo” y a
veces despucs.

En el grupo mixto la frecuencia de uso de la estrategia “Negacion” es alta,
mientras que el grupo bloqueado es baja, excepto en las sesiones mixtas (la
primera, quinta y séptima). Es decir, la estrategia “Negacion” parece ser selec-
cionada solamente en las sesiones donde hay una mezcla de problemas inver-
sos con estandares.

La estrategia “Atajo Inconsciente” es utilizada con alta frecuencia en el grupo
bloqueado, en particular en la segunda sesion. En el grupo mixto, en cambio, el
uso de esta estrategia es mucho menos frecuente.

La estrategia “Atajo Computacional” no es muy usada, pero es mas frecuente
en el grupo mixto que en el bloqueado.

En la octava sesion los nifios en el grupo bloqueado utilizaron mas la estrategia
“Atajo” en problemas donde era aplicable que en el grupo mixto (65% en el
grupo bloqueado versus 35% en el grupo mixto), pero también la utilizaron
mas cuando no era apropiada (66% en el grupo bloqueado versus 28% en el
mixto).

La mayoria de estas caracteristicas estan representadas en la figura de Siegler

y Stern adjunta.
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Figura 17: Resultados experimentales obtenidos por Siegler y Stern.

Es importante considerar que esta figura muestra la frecuencia de uso sélo en
los problemas que eran inversos. Por lo tanto, en el grupo bloqueado en las sesio-
nes 2,3,4y 6, los datos corresponden a los primeros diez problemas de cada sesion,
mientras que en el grupo mixto y en ambos grupos pero en las sesiones 1,5y 7, los
datos corresponden a problemas que pueden haberse dado en cualquier posicion
entre la primera y vigésima.

Descripcion del modelo

Pasemos ahora a describir el modelo propuesto. El modelo es un sistema
dinamico adaptativo que esta centrado sobre la nocion de estrategia. Una estrate-
gia es modelada como una secuencia de actos motores elementales, del tipo de los
de Rizzolati y Gallese. Por ejemplo, concentrar la atencion visual en un nimero de
los tres que tiene cada problema; mover la atencidn visual hacia la derecha o hacia
la izquierda de la posicidon en que actualmente esta apuntando; o acciones motoras
aritméticas, tal como sumar o restar dos numeros que estan en memoria de trabajo.
La suma y la resta se suponen que ya son acciones dominadas por el estudiante.
Sin embargo, estas operaciones pueden, a su vez, utilizar alguna de varias estrate-
gias posibles. Por ejemplo, actos motores con los dedos para sumar, secuencias de
actos para mover y agrupar objetos con las manos, o actos para recuperar resulta-
dos de memoria de largo plazo. Por esta razon, los tiempos y probabilidades de
errores de suma y resta varian segin cuales sean los niimeros y estrategias usadas.

En nuestro modelo la estrategia “Computacion” es la siguiente secuencia de
actos: apuntar la atencion visual al extremo izquierdo del problema “a+b-c” car-
gando en memoria de trabajo aritmética el nimero en esa posicion, luego mover la
atencion visual una posicion a la derecha cargando el nimero en esa posicion en el
primer lugar de la memoria de trabajo aritmética, luego sumar los dos niimeros
mas recientes en memoria de trabajo aritmética (este acto puede ser a su vez una
larga secuencia) dejando en primer lugar de la memoria de trabajo aritmética el
resultado de la suma, luego mover la atencion visual una posicion a la derecha car-
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gando el numero en esa posicion en el primer lugar de la memoria de trabajo arit-
mética, y, finalmente, restar el numero mas reciente en memoria de trabajo aritmé-
tica del anteriormente cargado y dejar el resultado en el primer lugar de la memo-
ria de trabajo aritmética. La figura siguiente ilustra en forma esquematica esta
secuencia de actos.

-
:oo: :o°: Iool I ol I°o|
o B8 &8 A f

Figura 18: a) Secuencia de actos que conforman la estrategia “Computacion”
(leido desde la derecha a izquierda pues es una composicion de
operadores). Es decir, primero actua Izquierda (enfocar atencién en
extremo izquierdo de la tarjeta con el problema “a+b-c”), luego shift
Derecha, luego Suma, luego shift Derecha y finalmente Suma.

b) Abajo estad (de izquierda a derecha) la secuencia respectiva de
locaciones de la atencion visual sobre la tarjeta y dentro de las
nubes se ilustra la activacion correspondiente de la memoria de
trabajo aritmética.

Mas adelante veremos como queda la estrategia “Atajo” y como se obtiene de
mutaciones, combinaciones y eliminacion de redundancia de los actos de la estra-
tegia “Computacion”. También proponemos que el resto de las estrategias no son
estrategias propiamente tal, sino que la “Negacion” y el “Atajo Computacional”
corresponden a la estrategia “Computacion” pero interrumpida y continuada con
la estrategia “Atajo”, y que “Atajo Inconsciente” es solo la estrategia “Atajo” pero
con un nivel de activacion menor a un cierto valor umbral.

Elmodelo es basicamente un sistema de seleccion de estrategias. La seleccion
se realiza después de que detectores de caracteristicas perceptuales visuales se han
activado. Los detectores son del tipo siguiente: que dos de los tres niimeros son
iguales, o que “b” es igual a “c”. La activacidn de detectores desencadena diferen-
tes niveles de intensidad para las diferentes estrategias almacenadas en memoria
de largo plazo. Las intensidades dependen de memorias de los desempefios pre-
vios de las estrategias (precision y velocidad de respuesta) asi como del grado de
novedad de cada estrategia para problemas con caracteristicas perceptuales simi-
lares al problema del ensayo presentado en ese momento. De esta forma, frente a
cada ensayo y de acuerdo a las caracteristicas perceptuales detectadas del pro-
blema presentado al sujeto, una lista de estrategias con sus correspondientes inten-
sidades son activadas, y, posteriormente, el mecanismo de seleccion escoge una
estrategia con probabilidad proporcional a su intensidad.
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Figura 19: Esquema del modelo. Todo lo que hace es modificar memorias de largo
plazo debido a la resolucion reiterada de problemas. Cada vez parte por detectar
caracteristicas perceptuales del problema, luego selecciona una estrategia y la eje-
cuta, y luego segun el feedback del instructor y propio ajusta los acumuladores de
desempeifio de las estrategias.

Sin embargo, estas intensidades son también influidas por intensidades
recientes almacenadas en memoria. Proponemos tres mecanismos de influencia o
inercia. Cada uno de ellos es un mecanismo de alteracion hacia y desde otras
intensidades recientemente activadas y que de alguna forma se vuelven a activar.
Los tres mecanismos son: alteracion debida a intensidades del ensayo anterior,
alteracion debida a intensidades de otras locaciones de atencion visual y alteracion
debida a intensidades provenientes de lo ocurrido en la sesion anterior.

Primero veamos la alteracion proveniente del ensayo anterior. Esta corres-
ponde al hecho de que el vector de intensidades de estrategias activado para ese
ensayo no se desvanece completamente, y, por lo tanto, logra afectar al vector de
intensidades de estrategias en el ensayo actual. Una proporcion de las diferencias
entre las intensidades de las estrategias activadas del problema anterior y las inten-
sidades promedios, es adicionada a las intensidades del ensayo actual. Esta modi-
ficacion de las intensidades originalmente calculadas para este ensayo explica
porqué en una sesion con una mezcla de problemas estandares e inversos hay mas
uso de las estrategias “Computacion” y “Negacion” para problemas inversos que
en una sesion en la que solo existen problemas inversos. De alguna forma este
mecanismo de influencia es una inercia que arrastra activaciones desde el ensayo
anterior.

Ahora veamos la alteracion desde otras locaciones de la atencion visual. Esta
alteracion corresponde al hecho de que la intensidad de cada estrategia cuando se
enfoca la atencion en un numero, por ejemplo en el nimero “a” en “at+b-c”, es
influenciada por la intensidad de esa estrategia pero asociada al enfoque de la
atencion visual en “b” o en “c”. Esto significa, por una parte, que no hay una, sino
que tres intensidades por estrategia: una asociada a la atencion visual en “a”, otra
asociada a la atencion visual en “b” y otra asociada a la atencion visual en “c”. Por
ejemplo, la intensidad de la estrategia “Atajo” cuando se enfoca la atencion visual
en “b” es computada utilizando los tiempos de respuesta, precisiones y grado de
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novedad de la estrategia “Atajo” cuando ésta ha sido utilizada comenzando en “b”,
y el efecto de influencia significa que esta intensidad originalmente calculada es
modificada por el vector de intensidades para “a” y “c”, ain cuando en ese preciso
momento el sujeto estd enfocando su atencion so6lo en “b”.

Este efecto de alteracion junto con el proceso de interrupcion, que se descri-
bira mas adelante, ayudan a explicar el aumento repentino y pronunciado del uso
de la estrategia “Atajo” en las sesiones bloqueadas, y el uso con mucho mayor fre-
cuencia de la estrategia “Negacion” en las sesiones mixtas. La explicacion es la
siguiente: la estrategia “Atajo” es descubierta cuando la atencion visual esta ubi-
cada sobre “b”. Asi, la intensidad de la estrategia “Atajo” cuando se fija la aten-
cion en “b” es alta, pero es muy baja cuando se fija en “a”, y por lo tanto, la estrate-
gia “Atajo” seria seleccionada solo cuando la atencion visual se fije en “b”. Todo
esto significa que existira cierto uso de la estrategia “Negacion” hacia el final de la
primera sesion, ya que hacia al final de esa sesion se descubre la estrategia “Atajo”
y dado que modelamos la estrategia “Negacion” como el uso de la estrategia
“Computacion” interrumpida cuando la atencion visual esta sobre “b” y en ese
instante se selecciona la estrategia “Atajo”. Sin embargo, el proceso de alteracion
recién descrito tendra el efecto de aumentar la intensidad de la estrategia “Atajo”
para la locacion “a”, en una forma similar a un proceso de difusion de intensida-
des. El proceso de difusion sera mas rapido sélo en sesiones con solo problemas
inversos, y por lo tanto la intensidad de la estrategia “Atajo” para “a” rapidamente
sera suficientemente alta como para que esa estrategia sea seleccionada al
comienzo del ensayo (que parte enfocando en “a”). Esto es lo que pasa justamente
en la segunda sesion del grupo bloqueado. Por el contrario, en una sesion mixta, la
difusion sera lenta, permaneciendo la intensidad de la estrategia “Atajo” mas loca-
lizada en “b”. Por lo tanto, después de un par de ensayos, cuando suficientes recur-
sos atencionales sean liberados, la estrategia “Atajo” serad seleccionada cuando la
atencion visual se fije en “b”. Esto generara una alta frecuencia de uso de la estra-
tegia “Negacion”.

Los supuestos propuestos sobre atencidon visual y su rol en el proceso de
seleccion y descubrimientos no son arbitrarios. Hay antecedentes y evidencia
empirica similares en otras tareas cognitivas. Por una parte, el hecho que el sis-
tema cognitivo utilice indices espaciales asociados a la atencion visual y el sis-
tema oculomotor, ha sido estudiado, por ejemplo, por Daniel Richardson y
Michael Spivey, quienes han mostrado como memorias de atencion visual de figu-
ras en una locacion generan movimientos hacia esas locaciones en tareas en las
que es necesario recordar las figuras. Por otra parte, antecedentes sobre la nocion
de difusién pueden encontrarse, por ejemplo, en la revision de Staddon de diferen-
tes propuestas de sistemas dindmicos del comportamiento humano y animal en
tareas de aprendizaje espacial y navegacion.

Ahora veamos la tercera alteracion: la influencia de la sesion anterior. Esta se
efectiia a través de la lista de intensidades producto de todo lo que pasé en la
sesion anterior. Esta es una lista de intensidades, que llamaremos “intensidades
entre sesiones”, que se alteran sélo de sesion en sesion, y que poseen su dindmica
propia. Esa dinamica tiene dos componentes. Por una parte, hay un decaimiento
natural de sesion en sesion, y, por otra parte, un término forzante la altera, en un
proceso que sintetiza los resultados obtenidos a través de toda la sesion e introduce
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esa sintesis en la intensidad entre sesiones. Ahora que conocemos la dinamica de
esta intensidad, veamos como esto afecta la intensidad que se esta utilizando para
el ensayo actual. Una proporcion de la intensidad entre sesiones se adiciona a la
intensidad del problema presentado en ese momento. Este mecanismo de altera-
cion explica por qué en cada sesion hay un uso mas frecuente de la estrategia
“Computacion” (atin en problemas inversos) en los primeros ensayos que en los
ultimos ensayos de la sesion. Adicionalmente, el proceso de olvido de la dinamica
entre sesiones significa que en las tltimas sesiones la intensidad entre sesiones de
la estrategia “Atajo” crece, y, por lo tanto, la frecuencia de uso de la estrategia
“Computacion” en los primeros ensayos de las Gltimas sesiones es menor que en
los primeros ensayos de las primeras sesiones.

Aparte de los tres mecanismos de alteracion de las intensidades de las estrate-
gias activadas, el modelo contiene varios otros procesos: el de interrupcion de
secuencias en ejecucion, el de creacion de nuevas estrategias, el de acceso a trazas
de actos reportables y que da lugar a estrategias explicitas versus implicitas, y los
procesos de ajuste de las memorias de largo plazo como producto de retroalimen-
taciones. Veamos estos procesos en mas detalle.

Comencemos con el proceso de interrupcion. Hemos revisado la importancia
para la cognicion de poder interrumpir una secuencia de acciones en ejecucion y
que esa capacidad estaria regulada por los ganglios basales, que son parte de nues-
tro cerebro reptil. En el presente modelo, suponemos que mientras se ejecuta la
secuencia de acciones que componen una estrategia, un mecanismo paralelo
puede decidir interrumpirla. Para poder interrumpir debe disponer de suficientes
recursos atencionales. Si esta ejecutando una estrategia que no domina, entonces
no dispone de suficientes recursos para asignarlos a otras actividades. Sin
embargo, en la medida que ha ejecutado muchas veces una estrategia comienza a
liberar recursos haciendo posible interrupciones. Las interrupciones se originan
debido a nueva informacién que se estd procesando paralelamente y que puede
activar una o mas intensidades mas alla de un cierto nivel. Esto puede dar lugar, a
la simple seleccion de otra estrategia, o a la ejecucion de una nueva estrategia
recientemente creada.

El proceso de creacion de nuevas estrategias es el producto de un mecanismo
paralelo de metacognicion, en el que se simula mentalmente nuevas combinacio-
nes de actos y reduccion de redundancias para generar asi nuevas estrategias. Es
un mecanismo de generacion de nuevas ideas similar al formulado por el matema-
tico Jaques Hadamard en un libro clasico sobre el pensamiento matematico escrito
en 1944 y a las ideas de algoritmos genéticos propuestos por John Holland. Por
ejemplo, la estrategia “Atajo” es obtenida de la estrategia “Computacion” en dos
pasos. El primer paso es la insercion de una secuencia de tres acciones en la
secuencia correspondiente a la de “Atajo”. Esto crea una secuencia alargada de
actos. Pero la secuencia alargada contiene ahora redundancias. Asi, el segundo
paso es la eliminacion de la redundancia detectada. Finalmente un filtro “grueso”,
testea la nueva secuencia recién creada. Este filtro chequea que la nueva secuencia
utilice los tres numeros “a”, “b” y “c”, y que no sean usado mas de una vez. En
varios estudios experimentales en otras operaciones aritméticas por nifios peque-
nos, Robert Siegler ha mostrado que este tipo de filtro esta presente.
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Figura 20: Creacion de la estrategia “Atajo” a partir de la estrategia “Computacion’:
(a) 1insercion de la secuencia “shift Izquierda, Suma, shift Izquierda”

(b) eliminacion de redundancia eliminando la primera Suma (la de méas a la
derecha) y sustituyendo secuencia “Izquierda, luego shift Derecha, luego
shift Derecha” por Derecha

Veamos ahora el proceso de reportabilidad de estrategias utilizadas. El
modelo concibe la estrategia inconsciente como debido a una baja activacion de
todas las acciones aritméticas que componen la secuencia. No se incluyen las acti-
vaciones de las acciones de cambio de atencion visual dado que ellas ademas de
muy rapidas raramente son verbalizables. El nivel de activacion esta definido
como el producto entre el tiempo de ejecucion de la accidon que toma mas tiempo
dentro de las acciones de la estrategia, y un nivel de intensidad de esa estrategia.
Dado que la estrategia “Computacion” siempre toma bastante tiempo, nunca
genera un nivel bajo de activacion. Sin embargo, la estrategia “Atajo” cuando no
ha sido utilizada muchas veces es proclive a tener bajo nivel de activacion, y por lo
tanto dificulta el acceso a conocer qué acciones se efectuaron. Esto genera los
patrones conductuales tipicos del “Atajo inconsciente”.

Finalmente veamos el proceso de ajuste de las memorias de largo plazo. Las
memorias contienen acumuladores de los desempefios de las diferentes estrategias
segun el tipo de caracteristicas perceptuales de los problemas a los que el sujeto ha
sido sometido. Por lo tanto, justo después de que el sujeto entrega la respuesta y
obtiene retroalimentacion del instructor sobre la correccion o no de la respuesta y
considerando el tiempo que le tomo responder, estas informaciones son incorpora-
das a los acumuladores respectivos.

Hemos presentado una rapida y resumida descripcion del modelo. Una des-
cripcion mas detallada y completa se presentara en otro articulo. Lo importante es
observar que todo el modelo es un sistema dinamico y cuyo “estado” representa
principalmente las memorias de largo plazo del sujeto. La dindmica contiene dos
componentes. Por una parte estd la dindmica propia, autdnoma, que representa la
actividad que siempre esta sucediendo independiente de estimulos. La otra com-
ponente es la que da cuenta del impacto de los estimulos externos. Estos corres-
ponden a los problemas que el sujeto enfrenta en cada ensayo asi como la retroali-
mentacion proveniente del instructor acerca de si la respuesta estuvo correcta y los
tiempos de respuesta provenientes de un reloj interno propio del individuo.

Al correr ambos grupos con el simulador se obtuvieron los principales fené-
menos observados experimentalmente y descritos anteriormente. Los dos graficos
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de la figura siguiente ilustran el comportamiento sesién a sesion para ambos
grupos.
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Figura 21: Resultados del simulador

El mayor desacuerdo con los datos experimentales esta en la octava sesion. El
fenémeno producido en esa sesion depende criticamente del mecanismo de gene-
ralizacion. El mecanismo propuesto de generalizacion no es todavia definitivo y
podria mejorarse.

Algunas predicciones del modelo y que habria que contrastar experimental-
mente son las siguientes. Segun Lieberman dafios en los ganglios basales es
comun en pacientes con afasia, que muestran no sélo deficiencias en el lenguaje
sino que también varias deficiencias cognitivas: deficiencias en la capacidad de
planificar, en la de cambiar estrategias en ejecucion, en la de formular categorias
abstractas y en la de pensar simbolicamente. Por lo tanto, una prediccion de este
modelo es que estudiantes con afasia deberian mostrar mucho menos interrupcio-
nes y por lo tanto les deberia costar mucho mas descubrir la estrategia “Atajo”. Por
eso mismo, la frecuencia de uso de las estrategias “Negaciones”, “Atajos Compu-
tacionales” y “Atajos Inconscientes” deberia ser muy baja. Algo similar les debe-
ria ocurrir a estudiantes normales pero en condiciones de mucha altitud. Por otra
parte, una segunda prediccion de este modelo esta relacionada a un fendomeno
reportado por Stanislas Dehaene. En los ejercicios de comparacion de nimeros,
cuando los sujetos cometian errores e interrumpian para corregir, Dehaene encon-
tré que se generaba un potencial evocado negativo tipico. Es de esperar entonces,
que en las interrupciones de secuencias para efectuar correcciones, como las que
se producen en las “Negaciones” y “Atajos Computacionales”, se pueda medir
electroencefalograficamente un potencial similar. Es decir, en electrodos coloca-
dos en la superficie frontal externa del craneo deberia poder observarse una sefial
inhibitoria analoga a la medida por Dehaene.

Finalmente, es importante observar que el modelo propuesto sélo comprende
niveles conductuales y cognitivos. Sin embargo, es relativamente facil conectarlo
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a los mecanismos neuronales corticales y subcorticales, como los propuestos por
Taylor y Taylor para el secuenciamiento de actos.

El modelamiento de esta actividad aritmética nos muestra la punta del iceberg
de lo que realmente hay detras del pensamiento matematico. Una serie de procesos
y subrutinas se esconden mientras compiten para generar la secuencia de actos que
lleva a resolver un problema. La revision que hemos presentado de los procesos
involucrados es todavia incompleta. Sin embargo, ya nos dejan claro que la vision
tradicional del aprendizaje de las matematicas en la que se suponia que los estu-
diantes aprendian ordenadamente, tal como en los textos, siguiendo definiciones y
axiomas, es en realidad una simplificacion demasiado brutal y que estd muy lejos
de la realidad.

Conclusiones

En este articulo hemos revisado evidencia empirica que nos sugiere que la
vision tradicional de cdmo ocurre el pensamiento matematico no es una vision
sostenible. Hemos analizado siete problemas que nos plantean que contenidos
tipicamente concebidos como triviales pueden ser muy dificiles, y por el contrario,
contenidos supuestamente muy complejos si son presentados adecuadamente pue-
den ser manejados hasta por preescolares. Ademas, hemos revisado con cierto
grado de detalle una actividad de ensefianza de la aritmética, y hemos presentado
un modelo y simulador del proceso de aprendizaje y descubrimiento matematico
en esa tarea. La construccion del simulador nos ha obligado a precisar y contrastar
experimentalmente los supuestos mecanismos de aprendizaje. El simulador pro-
puesto aqui es muy elemental y es sélo un comienzo, pero apunta en la direccién
hacia lo que algtin dia deberian ser las herramientas tecnoldgicas de apoyo al pro-
fesor en la preparacion de sus clases. Tal como con un simulador de un horno o un
avidn, el usuario algin dia podria observar qué pasa frente a diferentes cambios y
escenarios, y entonces le permitira saber con mucho mayor precision el impacto
de las diversas estrategias de ensefanza.

Los antecedentes revisados en este articulo dan lugar a un replanteo de los
métodos y contenidos de ensefianza. Mi propuesta no es desechar los métodos tra-
dicionales, sino que ampliar el abanico de estrategias de ensefianza del profesor.
Los tipos de actividades, que aqui he propuesto en forma implicita y muy somera,
estan especialmente disefiados para buscar mejorar una comprension profunda de
la matematica. A mi entender, existen enormes oportunidades para mejorar signi-
ficativamente la ensefianza de las matematicas y dotar a nuestros estudiantes de
una mejor comprension de los conceptos matematicos basicos.

SUMMARY

Nowadays the educational challenge is to teach for
understanding. This challenge is particularly valid in mathematics
where there is almost a general consensus that students do not
understand what they are supposedly learning. But to confront this
challenge requires understanding what it means to understand
mathematic concepts. How does the brain do it? In this article, the
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author has selected experimental evidence that does not concur with the
traditional view about education and presents very important recent
neurological findings that point towards different mechanisms. Next, he
examines a specific mathematic learning activity, carefully measuring
dozens of children in a laboratory setting. On the basis of these
experimental findings and the supposed mechanisms at play, he
proposes a model that explains the behavior observed in the students
while completing the activity. Then he transfers the model to a simulator
that, in running it with various virtual students, generates behaviors
that are reasonably similar to the measurements of the real students.
This simulator, on one hand, requires being explicit with all of the
hypotheses of this model. On the other hand, it is an indispensable tool
for being able to contrast the model with reality. Finally, once a model
with a good predictive capacity is obtained, the simulator allows a
better plan teaching activities.

SOMMAIRE

Aujourd’hui, le défi dans [’éducation est d’apprendre pour pou-
voir comprendre.

Ce défi est particulierement vrai en mathématiques ot il existe un
consensus presque généralisé disant que les étudiants ne comprennent
pas ce qu’ils sont censés apprendre. Mais faire face a ce défi exige de
comprendre ce que signifie comprendre un concept mathématique.

De quelle fagcon le cerveau fonctionne t’il? Dans ce travail il y a
une évidence expérimentale qui s ’oppose a la vision traditionnelle de
I"éducation et montre des découvertes neurophysiologiques récentes
trés importantes qui pointent vers des mécanismes différents. On fait
une étude sur une activité d apprentissage spécifique en arithmétique,
mesurée dans un laboratoire avec une dizaine d’enfants. Sur la base
des découvertes expérimentales et des mécanismes mis en jeux, [ 'auteur
propose un modele qui explique le comportement observé chez les
étudiants au moment o ils réalisent [’activité cérébrale. Aprés, le
modeéle est traduit dans un simulateur, qui au moment de sa mise en
marche avec des étudiants virtuels, produit des comportements
raisonnablement similaires a ceux mesurés sur des étudiants réels. Ce
simulateur, d’'un cété, est un outil irremplagable pour faire une
comparaison entre le modele et la réalite. Et finalement, une fois
obtenu le modele avec une bonne capacité de prédiction, le simulateur
permet donc de planifier mieux les activités d’enseignement.
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RESUMO

Hoje em dia o desafio educacional é ensinar para a compreensdo.
Este desafio é particularmente vdlido na drea das matematicas onde
existe quase um consenso generalizado que os estudantes ndo estdo
entendendo o que supostamente aprendem. Mas enfrentar este desafio
requer entender o qué significa compreender um conceito matemdtico.
Como é que o cérebro o faz?. Neste trabalho seleciona-se evidéncia
experimental ndo congruente com a visdo tradicional que se tem sobre
a educagdo e mostram-se descobrimentos neurofisiologicos recentes
muito importantes que apontam a mecanismos diferentes. Logo,
examina-se uma atividade de aprendizagem especifico em aritmética,
cuidadosamente medida no laboratério com dezenas de criangas.
Sobre a base desses descobrimentos experimentais e 0s Supostos
mecanismos em jogo, propde-se um modelo que explica o
comportamento observado nos estudantes ao realizar a atividade.
Logo se traduz o modelo em um simulador que ao corré-lo com varios
estudantes virtuais gera comportamentos razodveis similares aos
medidos nos estudantes reais. Este simulador, por uma parte, obriga a
fazer explicito todas as hipoteses deste modelo. Por outro lado, é uma
ferramenta insubstituivel para poder contrastar o modelo com a
realidade. E, finalmente, uma vez obtido um modelo com boa
capacidade de predicdo, o simulador permite, entdo, planificar melhor
as atividades de ensino.
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La figura 1 es tomada del libro Mind Sights de Roger Shepard publicado por Freeman & Co.
1990.

La figura 13 es tomada del libro “Visual Intelligence” de Donald Hoffman, publicado por
Norton & Co, 1998.

La Figura 17 es adaptada del articulo de Siegler & Stern “Conscious and Unconscious Strat-
egy Discoveries: A Microgenesis Analysis”. Journal of Experimental Psychology:
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